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PREFAZIONE ALLA III EDIZIONE 


Sono passati più di dieci anni dalla prima stesura del libro, anni 
ricchi per me di lavoro, di esperienza e di preziosi scambi d'idee con 
colleghi italiani e stramieri. 

Nella II edizione, pubblicata nel 1952, non avevo voluto apportare 
modifiche anche perché desideravo sperimentare su nuove generazioni 
di allievi le linee metodologiche seguite. 

Frutto di questi anni di studio e di ripensamenti è la III edizione 
che presento oggi agli insegnanti, ben lieta di accogliere ancora una 
volta le loro critiche, non ritenendo certo di aver dato al libro una 
forma definitiva. 

Come ho detto nella Prefazione alla I edizione, îl corso di geome- 
tria intuitiva ha un carattere tutto particolare essendo dedicato sia a 
quei ragazzi che terminano gli studi dopo il 3° anno di scuola secon- 
daria sia a qual che, proseguendo, avranno modo di approfondire e 
di ampliare le loro conoscenze geometriche. 

Agli uni e agli altri si vuole dare con questo corso un'idea dello 
spirito della ricerca geometrica. Ora, mi è sembrato che lo studio dello 
sviluppo storico dei concetti geometrici suggerisse un metodo didattico 
particolarmente indicato per dei ragazzi dagli 11 ai 14 anni, metodo 
chesi adegua assai bene ai programmi ministeriali concepiti su larga base. 
Ferme restando queste idee, esposte in tale Prefazione che ripropongo 
all’attenzione dei colleghi, desidero aggiungere alcune osservazioni fon- 
damentali su quella che è la vera novità di questa III edizione: l’in- 
troduzione delle figure geometriche quale si presenta nel cap. I com- 
pletamente rinnovato e di cui parlerò, dettagliatamente, fra breve. Si 
vedrà che nelle prime pagine del testo si parte da esperienze materiali 
e dalla costruzione di modelli al fine di suscitare l’immagine della 
figura; ma non è tanto il modello su cuiî si porterà l’attenzione del 
bambino, quanto piuttosto le operazioni che hanno condotto a una data 
costruzione 6 quelle che possono farsi cambiando alcuni elementi del 
modello ormai costruito. Esperienze ed operazioni che lo condurranno 
a poco a poco a rendersi conto dei limiti che impone il concreto, in 
modo che, quasi da solo, sarà portato a staccarsi da quelle costruzioni 
di carattere tangibile per arrivare, attraverso la considerazione di fi- 
gure variabili per continuità e in particolare dei casi «limite», alla 
generalizzazione di una proprietà e quindi all’astrazione. Il passaggio, 
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oliremodo delicato, dal concreto all’astratto viene cost ad essere effet 
tuato dal bambino stesso, senca che egli sia forzato da definizioni im- 
poste e che spesso sono estremamente dannose. 

Si comprende perciò come il tono del corso, pur prendendo inizio 
da esperienze su un materiale, non venga affatto ad abbassarsi, ché 
anzi, attraverso il continuo alternarsi dei procedimenti costruttivi. 
sintetici e di quelli analitici, anche un ragazzetto di scuola media 
viene, insensibilmente, ad afferrare il senso e lo spirito della ricerca 
matematica. 

Desidero però essere ben precisa su questo punto: non intendo, con 
la considerazione di figure concretamente realizzate, con suggestioni di 
carattere intuitivo o con passaggi al limite naturalmente poco appro- 
fonditi data Vetà degli allievi, sostituire la dimostrazione rigorosa di 
questa o quella proprietà. Il corso di geometria intuitiva vuole sola- 
mente aprire una ‘Tinostra sul mondo delle figure e far provare ai 
bambini quell'attimo d'’intuizione che precede la dimostrazione ma che 
ne fa sentire la necessità. Sarà poi compito del corso successivo, che 
alcuni allievi seguiranno, di presentare lo studio assiomatico di quel 
mondo geometrico su cui ci si era affacciati : allora, gli enti su cui si 
fermerà Vattenzione del ragazzo presenteranno un fascino tutto parti- 
colare proprio perché egli ha già conosciuto le fonti concrete da cui 
prendono origine e dove hanno approfondite le loro radici. 


Il I capitolo è stato appunto redatto sulle basi di quanto ho ora 
esposto, cd è dunque completamente rinnovato, sebbene il titolo « Di- 
segno geometrico » sîa rimasto lo stesso, 

Nell’antica edizione si voleva introdurre Vallievo nel mondo geome- 
trico attraverso Vesatta costruzione delle figure con gli strumenti ele- 
mentari del disegno, e si pensava che questo esercizio grafico, permet- 
tendogli di rendersi conto delle proprietà fondamentali delle figure, lo 
conducesse a poco a poco a dare egli stesso delle definizioni che non 
sarebbero state, così, imposte dall'alto. Ma mi sono persuasa che il 
disegno, fissando lo stadio definitivo della figura, non permette tutti 
quei tentativi che si possono fare lavorando con un materiale e che 
portano alla effettiva comprensione della costruzione. Il metodo che 
avevo seguito nel cap. I esigeva pertanto da parte dell'allievo delle 
conoscenze e delle facoltà d’astruzione troppo sottili per l'inizio di un 
corso. Sono perciò arrivata alla conclusione che Vesercizio grafico non 
rappresenta îl punio di partenza di un primo corso di geometria, ma 
lo stadio a cui si arriva dopo aver fatto delle esperienze concrete lavo- 
rando con un materiale. È infatti ‘la realizzazione effettiva, concreta, 
di un modello riproducente la figura che porta a rendersi conto delle 
relazioni fra gli elementi della figura stessa, delle varie proprietà, dei 
dati essenziali che bastano a determinarla; una volta presa coscienza 
di queste proprietà, il ragazzo sarà condotto da solo a tradurre in di- 
segno la costruzione materiale e ad avere così, ogni volta, una giusti- 
ficazione dei procedimenti grafici. 

Devo dire che una chiarificazione in tal senso mì è venuta, anche 
qui, da uno studio storico dell'argomento, riguardante il problema della 
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nascita delle figure geometriche e quindi delle tecniche primitive e dei 
disegni di epoche preistoriche. E mi è sembrato quanto mai significa- 
tivo che gli Éléments de géoméitrie di A. 0. Clairaut, ispirati allo 
sviluppo storico dei concetti matematici, e sulla cui traccia avevo scritto 
i capitoli successivi del mio volumetto, potessero essere preceduti în 
modo cosi naturale da un capîtolo che prendeva ispirazione non più 
dalla storia ma dalla preistoria, risalendo alle più antiche attestazioni 
culturali. 

Dalla costruzione materiale del modello di una data figura il bam- 
bino si renderà conto delle condizioni essenziali che determinano la 
figura stessa e quindi potrà intuire se questa appartiene a una famiglia 
più ampia, e la considerazione di figure variabili per continuità lo 
condurrà a discernere gli elementi che variano e quelli che non variano 
e a porre cosi le basi di una classificazione arrivando a una de- 
Finizione. 

Il capitolo sul disegno geometrico, che prende ora lo spunto dalla 
nascita delle più elementari figure, porta così il ragazzo in campi 
scientifici e applicativi di respiro ben più ampio di come indica il 
titolo ; si apre in tal modo alle giovani menti, fin dall'inizio, un mondo 
geometrico assai meno restrittivo di quello che si suole designare col 
nome di “ elementare” e, proprio per questo, più attraente e più vivo. 

Negli altri capitoli della geometria piana non ho effettuato che 
lievi ritocchi: ho cercato, disponendo in modo diverso taluni argo- 
menti, di rendere più chiara la linea seguita nel cap. IV ; ho poi ag- 
giunto, alla fine del cap. VI, uno studio su alcune proprietà del cerchio. 

Devo invece portare Vattenzione dei colleghi sullo studio della geo- 
metria solida, e în particolare del cap. VII, che viene ora — mi sem- 
bra — ad assumere una funzione di rilievo nella formazione matema- 
tica del ragazzo. Ogni figura è presentata in modo globale, ed è solo, 
successivamente, che ne vengono studiati gli elementi, passando cost 
dall’osservazione della figura già costruita all'analisi e quindi alla 
definizione della figura stessa. Va notato che in questa Il® Parte, che 
si svolge nel 3° anno di scuola media, una maggiore importanza viene 
data alle definizioni che ora, in bocca a dei ragazzi più adulti, pos- 
sono significare una seria presa di coscienza, e acquistano, per il 
modo stesso con cui vengono esposte dull’allievo, un valore chiaramente 
indicativo della maturità che ha raggiunto. ; 

Ho riveduto poi la serie di esercizi, togliendone alcuni che non mi 
sembravano significativi, e aggiungendone più di cento, molti dei quali , 
su questioni di geometria solida. Ho dato, per alcuni, la traccia di 
risoluzione cercando di facilitarne la comprensione sulla base di oppor- 
tuni sussidi didattici. 


#x* 


Oltre ai numerosi colleghi che con le loro critiche mi sono stati di 
valido aiuto în questo decennio, desidero ringraziare quelle istituzioni 
che mi hanno dato il loro autorevole appoggio : in Italia, il Ministero 
della Pubblica Istruzione che, attraverso è Centri Didattici, ha dimo- 
strato la sua fiducia e la pi larga comprensione per il metodo se- 
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guito!; il Centro Didattico Nazionale di Studi e Documentazione di 
Firenze che ha spesso realizzato, nel quadro delle sue iniziative volte 
a problemi pedagogici, fruttuosi scambi d'idee sul tema specifico ; e la 
Società Italiana di Scienze Fisiche e Matematiche « Mathesis » che, 
nelle sue varie sezioni, ha organizzato conferenze sulla metodologia 
seguita; al’Estero, il Centre International d' Etudes Pédagogiques di 
Sévres che, subito dopo la pubblicazione del libro, ha aperto una vi- 
vace discussione sull'insegnamento della geometria intuitiva * ; il Bureau 
International d'Education di Ginevra che ha contribuito con le sue 
pubblicazioni a far conoscere il volumetto"; e infine la mia gratitu- 
dine va ai cari amici della « Commission Internationale pour l’4ude 
et l’amélioration de Venseignement des mathématiques » che, durante 
gli annuali congressi, hamno rafforzato e chiarito le mie idee eserci- 
tando una notevole influenza sulla mia formazione didattica *. 

Esprimo infine tutta la mia riconoscenza per l'ottima veste tipo- 
grafica di questa edizione alla Casa Editrice La Nuova Italia, come 
sempre particolarmente sensibile ai problemi della scuola e all’impor- 
tanza di metodi nuovi nell’insegnamento della matematica. 


Giugno 1959 
EMMA CASTELNUOVO 


. * Vedi il volumetto pubblicato a cura dei Centri Didattici per l’Istru- 
zione tecnica e professionale e per la Scuola Secondaria Orientamenti sulla 
didattica della matematica nella scuola secondaria di primo cielo, I° Con- 
vegno di Studi, Firenze, 10-15 febbraio 1958. 

Vedi anche l’articoìo IZ II° Convegno di didattica matematica (Firenze, 
31 ottobre - 6 novembre 1958) nella rivista « Annali della Pubblica Istru- 
zione », anno IV, n, 12. 
joso. CI Salle pédagogiques pour l'enseignement du second degré», 
, n. 5, 
.* B. H, Fiscuxr, Didactique de l’initiation mathématique è V'école pri- 
mare, Genève, Bureau International d’Education, 1955, 

. 3 Le matériel pour l'enscignement des mathématiques, a cura della Com. 

missione sopra citata, Neuchatel, Delachaux et Niestlé, 1958. 
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PREFAZIONE ALLA I EDIZIONE 


Frale cpere del grande matematico francese del Settecento — Ale- 
xis Clande Clairaut — sono certamente meno conosciute quelle di 
carattere didattico; ma, un’esposizione brillante e profonda insieme, 
una visione costruttiva dei problemi matematici, un’arte impareg- 
giabile di volgarizzare la scienza, rivelano anche in queste la mente 
geniale e sensibile dello scrittore. 

Gli Elements de Géométrie» del Clairaut, pubblicati a Parigi 
nel 1741, costituiscono nella letteratura pedagogico-matematica 
un’opera veramente unica nel suo genere. 

Mi è sembrato che l'inquadratura del testo, ancora cosî moderna 
e vivace, si potesse adattare con successo nelle nostre seuole medie 
inferiori, dando al corso di geometria intuitiva quel significato e 
quel fine che forse non viene sempre tenuto presente. Infatti si nota 
spesso e con ragione che a tale corso, che si svolge nel primo triennio 
della scuola media, non viene data la stessa importanza dei corsi 
paralleli di matematica, in particolare del corso di aritmetica, 
forse anche in vista dello studio successivo della geometria razionale. 
Ora, tutti i vari stadi dei corsì ciclici hanno importanza purché si 
si dia loro un ben preciso significato e purché si adeguino allo stato 
psicologico che il ragazzo attraversa in quel periodo. A me sembra 
che lo scopo principale del corso di geometria intuitiva sia quello 
di suscitare, attraverso l’osservazione di mille fatti della tecnica, 
dell’arte, della natura, l’interesse del ragazzo per le proprietà fonda- 
mentali delle figure geometriche, e quindi il gusto e l'entusiasmo 
della ricerca. E questo gusto non può nascere —— a mio parere — 
se non facendo partecipare l’allievo stesso al lavoro creativo. Biso- 
gna cercare, da un lato, d’ineoraggiare la naturale, istintiva curiosità 
che ha il ragazzo dagli 11 ai 14 anni, conducendolo alla scoperta 
delle verità matematiche in modo da dargli l'impressione di aver 
fatto qualcosa da sé, e, d’altro lato, è bene che questo triennio 
faccia sentire all'allievo — progressivamente — la necessità di un 
ragionamento logico puro, 

1 Un'edizione moderna che riproduce l’edizione del 1765 degli Elementi 
è stata pubblicata da GauTMER-VILLARS (Paris 1920), nella Collezione 
«Les maîtres de la pensée scientifique. 
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Occorre inoltre tener presente che il corso di geometria intuitiva è 
dedicato non solo a chi seguirà poi le scuole medie superiori ma 
anche a chi non proseguirà negli studi. 

Gli Éléments de géométrie del Clairàut furono compilati ap- 
punto in quest'ordine di idee e in questo spirito. Mi pare che il 
modo più efficace per cogliere l'idea ispiratrice del libro sia quello 
di fermarsi a leggere le parti più significative della brillante prefa- 
zione che il Clairaut premette ai suoi Elementi. Egli, dopo aver 
dichiarato che le difficoltà che ì principianti incontrano iniziando lo 
studio della geometria provengono dal modo stesso con cui questa 
viene insegnata, insistendo su un gran numero di definizioni, di postu- 
lati, di principi preliminari che nulla dicono al ragazzo, troppo gio- 
vane per poter cogliere le idee critiche, cosî continua : 

«Qualche riflessione sull’origine della geometria mi ha fatto spe- 
rare di evitare questi inconvenienti, riunendo i vantaggi di inte- 
ressare e di illuminare i principianti, Ho pensato che questa scienza, 
come tutte le altre, dovesse essersi formata per gradi; che fu vero- 
sinilmente qualche bisogno pratico a far fare i primi passi, e che 
questi primi passi non potevano non essere alla portata dei prin- 
cipianti, perché erano proprio dei principianti che li avevano fatti. 
Prevenuto da questa idea mi sono proposto di risalire a ciò che 
poteva aver dato nascita alla geometria, ed ho cercato di sviluppare 
ì principi con un metodo abbastanza naturale perché si possa sup- 
porre che sia lo stesso di quello dei primi inventori, avendo cura 
soltanto di evitare tutti i falsi tentativi che essi necessariamente 
dovettero fare. Mi è sembrato che la misura dei terreni dovesse 
avere fatto sorgere le prime proposizioni di geometria ; ed è infatti 
l’origine di questa scienza perché geometria significa appunto mi- 
sura dei terreni. 

... Allo scopo di seguire in quest'opera una via simile a quella degli 
inventori, comincio a far scoprire ai lettori i principi da cui può 
dipendere la semplice misura dei terreni e delle distanze accessibili 
e non accessibili, Di là (cioè dallo studio dell’equivalenza) passo ad 
altre ricerche (studio dell’eguaglianza e della similitudine) che hanno 
una tale analogia con le prime, che la curiosità, naturale in tutti 
gli uomini, li spinge a fermarvi l’attenzione ; cercando poi di sod- 
disfare questa curiosità mediante qualche utile applicazione io giungo 
a far percorrere tutto ciò che la geometria elementare ha di più 
interessante... Seguendo questa via i principianti si rendono conto 
ad ogni passo di ciò che si fa loro fare, della ragione che spinge l’in- 
ventore alla ricerca; e in tal modo possono acquistare più facil- 
mente lo spirito di scoperta ». 


CLALI 


Per facilitare il compito dei colleghi nello svolgimento del pro- 
gramma riporto qui uno schema riassuntivo del testo. 

Cercando di non togliere nulla allo spirito dell’opera del Clairaut, 
ho apportato nel mio libro modificazioni ed aggiunte al fine di ade- 
guarlo alle necessità della scuola moderna. 
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Si troverà cosî che il testo inizia con un capitolo dedicato al 
disegno geometrico, allo scopo di abituare il ragazzo alla precisione 
di costruzione, e quindi di linguaggio, e di riportarlo nel mondo delle 
più note figure geometriche piane, che egli ha già incontrato nel corso 
elementare. Capitolo — questo del disegno — che ha anche per scopo 
di portare, qua e là, l'osservazione del ragazzo a fermarsi su opere 
di carattere artistico-decorativo, che non mancano certo in agni 
regione d’Italia; a tale fine si trovano riprodotte nel testo alcune 
fotografie artistiche particolarmente espressive. 

Il capitolo Il è dedicato allo studio delle figure equivalenti, alla 
ricerca delle regole per determinare l’area delle figure poligonali ; 
per rendere naturali queste ricerche si dè come spunto la necessità 
pratica del calcolo dell’area di un campo poligonale, calcolo che si 
presenta spontaneo in qualsiasi epoca e presso qualunque popolo, 

Assieme al capitolo II è bene svolgere il capitolo III sulla scom- 
posizione e ricomposizione dei poligoni; questo ha per scopo di 
sviluppare le facoltà di analisi e di sintesi del ragazzo ‘e di portarlo 
nel modo più semplice e quasi da sé alla scoperta del Teorema di 
Pitagora (l’allievo potrà nella risoluzione dei problemi relativi a 
questo valersi di una tavola dei quadrati). 

Il problema fondamentale della geometria — quello della deter- 
minazione dell’area dei campi — porta in modo naturale ai due 
successivi capitoli : il IV eil V. Facendo infatti osservare all’allievo 
che la misurazione diretta dell’area di un campo poligonale può 
essere impedita da ostacoli, come laghi, boschi, ece., egli si rende 
conto che bisognerebbe in tal caso tracciare nelle vicinanze, in una 
spianata, un poligono uguale al dato ed eseguire su questo tutte le 
misure: sorge cosî il problema dell’uguaglianza e scaturisce la ne- 
cessità dell’introduzione del concetto di angolo. Ma è facilmente 
comprensibile per un ragazzo come spesso sia difficile 0 impossi- 
bile tracciare un campo poligonale uguale ad uno dato. Si presenta 
allora naturale il rimpiccolimento in una data scala della figura 
geometrica che si considera. Il problema della similitudine sorge an- 
ch'esso come una necessità. Trovo che questo argomento riesce cosî 
naturale ed ha tanti rapporti con lo studio parallelo dell’aritmetica 
(le proporzioni numeriche) e con quello della geografia (la cartografia), 
che mi è sembrato opportuno dedicarvi qualche pagina. 

Nel capitolo VI, sul cerchîo, ho voluto fermarmi in particolar 
modo sui problemi fondamentali della rettificazione e della quadra- 
tura. Ho cercato poi, rimandando l’allievo alle varie riproduzioni, 
di portare la sua attenzione a riflettere sull'importanza che ha sem- 
pre avuto nell’arte la più semplice e più bella figura geometrica 
piana. 

Lo stesso spirito sì nota nei capitoli VII, VIII, IX, dedicati 
alla geometria solida ; anche qui dal complesso (le figure poliedriche, 
ecc.) si passa all’esame degli elementi (rette, piani, ecc.) che compon- 
gono i solidi. 

Come divisione di programma si possono svolgere nel I anno 
i primi quattro capitoli ; nel II anno, dopo aver fatto rifermare 
l’attenzione degli allievi sulle questioni fondamentali trattate nel- 


IX 


l’anno precedente, risolvendo gli esercizi più complessi riguardanti 
i singoli capitoli, si può svolgere il capitolo della similitudine, ed, 
eventualmente, quello del cerchio. Nel III anno infine, dopo aver 
trattato il enpitolo del cerchio — se non si è svolto in II anno, — 
si studia la geometria solida. 

In tal modo i corsi che si tengono anno per anno soddisfano 
pienamente alle esigenze dei programmi ministeriali. 

Siccome ritengo che in un corso inferiore di matematica abbia 
parte predominante la risoluzione degli esercizi, ne ho raccolto un 
numero abbastanza grande, e spero che questi possano interessare 
gli allievi, facendo fermare la loro attenzione su problemi della tecnica, 
della natura, della vita in generale e su questioni che toccano, sem- 
pre da un punto di vista elementare, concetti fondamentali della 
matematica moderna. 


CALZE: 


Il libro segue dunque un indirizzo storico, quindi costruttivo, non 
descrittivo. Si è voluto far partecipi gli allievi degli sforzi compiuti 
dall’umanità nella ricerca matematica, della gioia della scoperta; e 
si è pensate che nessun modo fosse più espressivo ed efficace di quello 
percorso dall’umanità stessa. 


È difficile ricordare tutti coloro che mi diedero utili suggeri- 
menti nella compilazione del testo e degli esercizi e nella ricerca non 
facile di alcune riproduzioni: si può dire che vanno dal mondo dei 
matematici a quello dei semplici tecnici, dal mondo degli artisti a 
quello dei montanari, e sono a tutti profondamente grata. Ma desi- 
dero ringraziare in particolar modo i miei allievi della Scuola Media 
Tasso in Roma, del periodo 1944-’48, che, pur non sapendo di essere 
«cavie da esperimento », si offrirono con entusiasmo nel procurarmi 
esercizi, esempi, idee, 

Ringrazio anche i frequentatori delle riunioni dell'Istituto Re- 
mano di Cultura Matematica per le critiche ei consigli datimi in 
questi ultimi anni durante le vivacissime discussioni dei «sabati 
romani »!; e sarò ora particolarmente grata ai colleghi e a tutti 
i lettori che vorranno esprimere le loro idee su questo indirizzo di- 
dattico. 

Ringrazio infine la Casa Editrice R. Carabba per la cura che ha 
avuto nella composizione del testo. 


Giugno 1948 
Emma CASTRLNUOVO 


* Nel marzo 1946 ho tenuto appunto presso l’Istituto Romano di Cul- 
tura Matematica una conferenza Sull'insegnamento della geometria iniui- 


deo tale conferenza si trova pubblicata sul 4 Periodico di Matematiche», 
x n 
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PREFAZIONE ALLA II EDIZIONE 


Nel pubblicare la seconda edizione del libro, desidero ringraziare 
anzitutto la Casa Editrice «La Nuova Italia» che ha voluto con 
insistenza assumere l’opera in seguito al fallimento della Casa 
Carabba. 

Ma voglio anche esprimere la mia gratitudine ai numerosi col- 
leghi italiani e stranieri che hanno incoraggiato con le loro critiche 
e i loro benevoli commenti il metodo didattico seguito. 

Non ho voluto apportare che minimi mutamenti alla prima edi- 
zione perché desidero che il libro, che è rimasto fin dall’inizio senza 
diffusione, venga conosciuto da più largo pubblico così come è stato 
creato nella prima stesura. Ho solamente ritenuto utile ampliare 
ancora il già numeroso eserciziario. 


Febbraio 1952 
EMMA CASTELNUOVO 
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PARTE PRIMA 


GEOMETRIA PIANA 


1. — Castelnuovo, Geometria intuitiva. 


CAPITOLO PRIMO 


DISEGNO GEOMETRICO 


DI disegni degli uomini primitivi» 


Questo capitolo è intitolato « Disegno geometrico ». Fare del 
disegno geometrico significa tracciare delle figure geometriche 
— un quadrato, un triangolo, un cerchio,... — valendosi di 
strumenti, per esempio della riga, della squadra e del com- 
passo. 

Ma, se date a un bambino di pochi anni una matita e uno 
strumento da disegno, îl bimbo non penserà mai ad utilizzare 
le due cose insieme ; prenderà la matita solamente e traccerà 
delle figure cosi a caso, delle linee curve, dei ghirigori, dei cerchi 
che non sono cerchi. Se poi vi chiederà un disegno, non vi pre- 
gherà mai di tracciare un quadrato o un triangolo, ma vorrà 
il gatto o l’uecello, 0 la casa con il fumo che esce dal camino, 
oppure il treno o l'automobile. 

Anche i popoli antichi, tanti tanti anni fa, banno cominciato 
® disegnare cosi, senza strumenti, qualcosa della vita d’ogni 
giorno, della loro vita. Quei popoli dovevano lottare contro 
degli animali selvaggi, dei bisonti, dei cinghiali, dei cervi, ed 
ecco che nelle loro pitture si ritrovano proprio i bisonti, i cin- 
ghiali, i cervi selvaggi, animali che si vedono correre per le 
campagne, impauriti perché cacciati dall'uomo, un uomo che 
viveva solamente di selvaggina. 

Guardate alla tav. I la riproduzione di una di queste pitture, 

Se la si fa osservare a una persona che non sia specializzata 
in materia, vi dirà che si tratta di un quadro moderno, e qual 
cuno che ha il gusto un po’ classico vi dirà che per lui è troppo 
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moderna. Ebbene, lo sapete di che epoca è questo disegno? 
Non lo indovinereste mai! È di 15 o 20 mila anni fa! 

Questa pittura è stata trovata in una grotta della Spagna 
settentrionale, vicino a Santander, nella caverna di Altamira. 
In molte zone, soprattutto della Spagna e della Francia, si 
sono seoperte e si continuano a scoprire delle grotte, delle ca- 
verne, che risalgono ad epoche preistoriche, e spesso sul soffitto 
e sulle pareti sono apparse delle pitture, miracolosamente con- 
servate dopo tanti secoli. La caverna di Altamira, famosa in 
tutto il mondo, è la prima ad essere stata scoperta, ed io ve ne 
voglio raccontare la storia, e, prima di tutto, la storia di come 
fu scoperta. 

Nel 1868 un cacciatore, accompagnato dal suo cane, si ag- 
girava per le boscaglie di quella regione, quando vide il cane, 
lanciato all'inseguimento di una volpe, sparire in un fitto ce- 
spuglio e non tornare più indietro. Impressionato, si fece largo 
nella macchia e udî, a un certo punto, dei flebili latrati : veni- 
vano da giù, come dal fondo della terra ; egli riusci a indivi- 
duare il punto e si accorse che il cane era scivolato, fra pietra 
e pietra, in un profondo fossato. Riusci a penetrarci lui stesso 
e si trovò così in un'immensa caverna. Ritornato su, dopo aver 
tratto in salvo il cane (lo so che stavate più in pensiero per 
l’animale che per il suo padrone !), raccontò in tutti i paesi 
vicini la sua straordinaria avventura, ma nessuno ci fece troppo 
caso : quella regione della Spagna è piena di fossi, di crepacci 
scavati nella pietra. Fu solo qualche anno dopo che la caverna 
venne visitata più volte -da un appassionato di studi storici, 
Marcellino di Sautuola ; in una di queste esplorazioni, nell’estate 
del 1879, aveva condotto con sé la sua bambina di 12 anni 
Mentre egli era intento a fare degli scavi nel suolo, la bimba, 
che aveva alzato gli occhi al soffitto, gridò : «Guarda, babbo, 
ci sono dei tori dipinti! ». Con questa frase si apre l’epoca 
dello studio delle pitture preistoriche : è una bimba di 12 anni, 
Maria di Sautuola, che ha, senza saperlo, dato inizio a una 
delle più interessanti ricerche ! 

Nella caverna di Altamira, la più grande finora scoperta, 
vivevano un tempo, 10-20 mila anni fa, delle tribi, per ripararsi 
dai rigori dell’inverno ; perché non si trattava di un inverno 
relativamente mite, come vi è oggi in quella regione, ma di 
mesi gelidi, fra le nevi eterne : si era allora nell’epoca glaciale. 
E gli uomini, che non sapevano ancora costruire delle abitazioni 
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resistenti, si raccoglievano in questi antri naturali e si distri. 
buivano i lavori a seconda delle loro attitudini e degli ordini 
del loro capo. In questa società di uomini delle caverne -— i 
cosiddetti trogloditi — c’era anche chi si dedicava alla pittura. 
Si tratta dell’epoca più lontana in cui si ritrovano segni di una 
civiltà già evoluta : è l’epoca paleolitica, cioè l'epoca della pietra 
antica, della pietra scheggiata, non lavorata, 

Ho voluto parlarvi di tutto questo che sembra tanto lontano 
dalla matematica per farvi capire che non è stato certamente 
il disegno geometrico a segnare l’inizio dell’arte pittorica, Prima 
è nato il disegno spontaneo, quello che riproduce ciò che si vede 
e che si sente: la vita d’ogni giorno. E l’uomo primitivo non 
aveva davanti agli occhi né triangoli, né quadrati e nemmeno 
cerchi ; non li ha avuti davanti agli occhi fino a quando non ha 
avuto bisogno di costruirli. 

Leggendo le pagine seguenti capirete come e perché gli uo- 
mini hanno sentito il bisogno di costruire dei cerchi o dei trian- 
goli o dei quadrati, capirete come e perché sono nate le figure 
geometriche. 


€) Come è nato il cerchio. 


Quando, verso 1’8,000 a. C., il clima divenne pit mite, gli 
uomini abbandonarono le caverne e fissarono la loro dimora 
all’aria aperta, spesso sulle rive dei fiumi o dei laghi, dove era 
più facile procurarsi la selvaggina e il pesce : siamo nell’epoca 
neolitica 0 epoca della nuova pietra, della pietra levigata, la- 
vorata. L’arte pittorica, che aveva raggiunto una cosi grande 
perfezione nella caverna di Altamira, decadde in quella regione 
proprio perché Puomo non era più costretto a passare lunghi 
giorni rinchiuso in una grotta, ma una nuova arte sorse, quella 
che doveva facilitare la vita dell’uomo all’aperto : Parte del 
costruire. Risalgono a quell’epoca le prime abitazioni per i vivi 
e per i morti : capanne fatte di rami e di fogliame, di terra e di 
pietre, spesso seminterrate per aumentare la loro solidità; tu- 
muli e monumenti primitivi dedicati al culto dei defunti. E 
tutte queste costruzioni erano a forma rotonda, a pianta rotonda. 

Ma risalgono probabilmente allo stesso periodo tutti quei 
mezzi che potevano essere d’aiuto a un’umanità attiva che at- 
tendeva non solo alla caccia e alla pesca ma anche alla colti- 
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vazione dei campi e all'allevamento del bestiame; un’umanità 
dunque che si muoveva e che trasportava carichi. Fra questi 
mezzi fu inventata certamente ben presto anche la ruota, sug- 
gerita forse dall’osservazione del rotolamento dei tronchi d'al- 
bero ; e anche la ruota era rotonda. 

Cosi, per delimitare le primitive abitazioni e per risolvere 
problemi di trasporto, è nata la più regolare figura geometrica 
piana: il cerchio. È facile costrui- 
re un cerchio: basta prendere 
un ramo, un filo o una corda, 
tenere fisso uno degli estremi 
e spostare l’altro in modo che 


Fig. L Fig. 2. 


la corda sia sempre tesa. Cosî fanno anche oggi i giardinieri 
per tracciare un’aiuola circolare ; fanno uso del più semplice tipo 
di compasso. Questa costruzione risale ai primordi della civiltà; 
probabilmente è proprio il cerchio la prima figura geometrica 
che è stata costruita (figg. 1 e 2). 


@La seoperta del triangolo» 


Quei popoli che abitavano sulle rive dei fiumi si saranno 
trovati molto spesso nella necessità di attraversare un corso 
d’acqua : una lastra di pietra gettata ira le due sponde avrà 
segnato la prima costruzione di un ponte; ma se il torrente 
era abbastanza largo, la lunghezza della pietra non sarà stata 
sufficiente, e, allora, avranno utilizzato delle assi di legno. Chissà 
quante volte sarà capitato anche a voi! ma anche voi vi sarete 
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accorti che un’asse di legno tende a cedere nel mezzo e che se 
si vuole aumentare la sua resistenza occorre puntellarla agli 
estremi con dei legni disposti come nella fig. 3 o nella 4, in 


modo cioè da for- 
mare dei triangoli, 

Abbiamo detto 
poco fa che sembra 
che la più antica 
capanna avesse for- 
ma circolare; da 
resti di pietre ri- 
trovati in scavi e 
da disegni di quel- 
l’epoca risulta però 
che quasi contem- 
poraneamente, 0 
poco dopo, fu co- 
struita l'abitazione 
a pianta rettango- 
lare, Se la capanna 
aveva forma circo» 
lare il tetto era 
fatto di frasche co- 


Fig. 3. 


perte di terra e sostenute qualche volta nel mezzo da un palo 
piantato verticalmente nel centro della capanna; se invece 


aveva forma rettan- 
golare, il problema 
del tetto veniva ri- 
solto in due modi: 
o con un soffitto pia- 
no, ma questo pre- 
sentava l’inconve- 
niente di non essere 
abbastanza resistente 
e di lasciar passare 
dopo poco tempo la 
pioggia, o con un tetto 
a spioventi. È proprio 
per sorreggere questo 
tipo di soffitto che fu 
inventata la « capria- 
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ta»; si tratta di un triangolo realizzato con tre assi disposte 
come in fig. 5. Queste assi non erano attaccate rigidamente 
le une alle altre, ma collegate fra loro in un modo molto sem- 
plice, di cui potete rendervi conto facilmente. Basta intaccare 
opportunamente il trave 
orizzontale (il «tirante ») 
e ciascuna delle altre assi 
{i «puntoni >), e poi fare 
in modo che i puntoni 
contrastino fra loro a pres- 
sione, Queste tre assi, stac- 
cate fra loro, formano però 
un tutto rigido, indefor- 
mabile ; un tutto che, pro- 
prio come nel caso del più semplice tipo di ponte, riesce a 
sostenere dei carichi anche molto pesanti. 

Questa è la funzione principale del triangolo, una figura 
che sembra, a prima vista, non avere nessuna importanza, ma 
che rappresenta invece l’elemento principale nelle costruzioni. 


La retta. 


Ma, prima di costruire effettivamente un triangolo per poi 
analizzarne gli elementi, rendiamoci conto che per fabbricare 
con delle pietre e dei tronchi d’albero un tipo d’abitazione ret- 
tangolare, occorreva avere nn mezzo per disporre le pieire in 
linea retta e un sistema per squadrare un tronco d'albero. 

E il metodo più sem- 
plice per squadrare un palo 
è quello che, a distanza di 
secoli, usa ancor oggi il 
nostro contadino : sì pian- 
tano due grossi chiodi (o 
due paletti) A e 2 all’estre- 
mità del palo e si tendo 
fra questi uno spago; si 
taglia poi il tronco con la scure o con un’ascia (in epoche preisto- 
riche questa era fatta di pietra levigata) in modo che questa 
sfiori sempre lo spago (fig. 6). Ci si basa dunque sul fatto che la 
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posizione di un filo resta fissata quando se ne leghino gli estremi 
a due punti qualunque A e B; si ottiene il segmento AB (fig. 7). 
Se si immagina di prolun- 
gare il segmento dalle due parti, 
indefinitamente, si ottiene una 
Fig. 7. retta (fig. 8), e se si immagina 
di prolungarlo da una parte 

solamente si ha una semireta (fig. 9). 
In questo modo, fin da epoche preistoriche, si sarà scoperto, 
proprio per necessità, che per due punti distinti A e passa 

una ed una sola retta. 


Fig. 8, 


Fig. 9. 


Per disegnare un segmento di retta basta valersi del 
bordo rigido di una 
cartolina o di un libro, 
o, meglio, di una riga 
(fig. 10). 
Ma, torniamo al tetto 
della capanna  rettan- 
golare.x Fig. 10, 


} 
5. Costruzione del triangolo con un materiale.» 


Non SÌ riesce a rendersi conto del fatto che un triangolo 
realizzato con tre assi non attaccate ma solamente poggiate una 
contro l’altra costituisca una figura rigida, indeformabile, se 
non si eseguisce effettivamente questa costruzione. Ed ecco 
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come la potete effettuare anche voi valendovi di un materiale 
molto modesto. 

Prendete tante strisce di grosso cartone di varia lunghezza ; 
fateci dei fori alle estremità e passate dei ferma-campioni at- 
traverso questi fori in modo da collegare due strisce insieme 
(figg. 11 e 12). È chiaro che potete anche valervi delle strisce 
del meccano collegate fra loro con viti e dadi. 


Pale 


Fig. 11 Fig. 12. 


Se volete costruire un triangolo, dovete, naturalmente, 
prendere tre strisce e collegarle tra loro due a due. Se tutte 
le strisce sono uguali avrete il triangolo con tre lati uguali, 
cioò il triangolo equilatero; se due solamente sono uguali avrete il 
iriangolo isoscele ; e se prendete delle strisce lunghe per esempio 
cm 12, cm 9 e em 6, avrete un triangolo con i lati disuguali, 
cioè un triangolo scaleno (fig. 13) *. 


Vi accorgete subito che, benché le strisce non siano incol- 
late una all’altra, il triangolo che avete costruito è rigido, cioè, 
anche se esercitate una pressione sui vertici, il triangolo non 
si deforma, non si muove, a differenza di altre strutture, come 
per esempio la quadrangolare, di cui parleremo in seguito. È 


DE Tenete presente che queste misure rappresentano la distanza fra i 
fori che si trovano agli estremi delle strisce. 
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proprio per questa ragione che è stata utilizzata la struttura 
triangolare, dai puntoni di sostegno della passerella sul fiume 
alla capriata, dalle travature dei ponti alle gru, a tutte quelle 
costruzioni insomma che devono avere la prerogativa della sta- 
bilità, e che spesso non è opportuno formare con assi incollate 
o saldate fra loro perché un collegamento così rigido le rende- 
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rebbe soggette a fratture e lesioni ad ogni cambiamento di tem- 
peratura o anche al più piccolo movimento del suolo terrestre 
{tav. Il). 

Il fatto che il triangolo non si deformi porta cosi a conclu- 
dere che con tre strisce di opportuna lunghezza sì può costruire 
un solo triangolo. 

Ma, anche per costruire la più semplice capriata bisognava 
tener conto della lunghezza delle assi: queste non si possono 
scegliere cosi a caso. Lo capite subito : prendete una striscia 
lunga cm 20, una di em 4 e una di cm 2, e provate a costruire 
un triangolo ; vi accorgete che il triangolo « non si chiude », il 
triangolo non esiste (fig. 14). 

Utilizzate sempre quella di em 20, ma poi prendetene due 
da em 10 (fig. 15); vedrete che questa volta le due aste più 
corte si congiungono, ma pro- 
prio sull'asta di cm 20, for- 
mando cosi una striscia dop- na 
pia di cm 20 di lunghezza, 

Se invece prendete, insieme Fig. 16. 

all'asta di cm 20, una di 

10 era e una, più lunga di 10 cem, per es. di 13 em (fig. 16), 
Îl triangolo si potrà costruire. E adesso sì capisce! Si può 
costruire un triangolo solo se la somma di due qualunque stri- 
sce supera la terza; cioè si può costruire un triangolo solo se 
la somma di due lati qualunque supera il terzo lato. 


Ò es 


Pig. 14, Fig. 15. 
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6. Costruzione del triangolo con riga e compasso: 


Costruendo un triangolo con delle strisce di cartone ci siamo 
accorti che, date tre strisce di lunghezza diversa, non è sempre 
possibile eseguire la costruzione. Perché esista il triangolo de- 
vono essere soddisfatte certe condizioni. 

Consideriamo proprio uno dei casi d’impossibilità : pren- 
diamo una striscia 
lunga cem 20, una di 
em 6 e una di cm 2 
(fig. 17). In questo 
caso il triangolo non 
esiste. Se infatti te- 
niamo fissa l'asta AB 
lunga cm 20 e fac- 
ciamo ruotare le altre 
due rispettivamente 

Fig in. attorno al ferma- 

campione A e & 

quello B, ci accorgiamo che gli estremi liberi 0 e D di que- 
ste strisce descrivono dei cerchi di centri 4 e B. Se volete 
proprio vederli questi cerchi, fissate su un tavolo, su cni sia 
steso un foglio di carta, la striscia lunga cm 20 utilizzando 


Fig. 18, 


delle puntine da disegno disposte in A e in B; fate passare 
la punta di una matita per il foro C e descrivete il cerchio di 
centro A, e poi per il foro D e descrivete il cerchio di centro B. 
Ecco il disegno (fig. 18) che rimarrà sul foglio di carta dopo 
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aver tolto le strisce e dopo aver unito, valendosi di una riga, 
i punti A e B: si hanno due cerchi esterni uno all’altro. 

È interessante considerare anche il caso in cui le strisce 
sono lunghe ad es. cm 12, cm 6 e cm 6 (fig. 19). Ripetiamo le 


Fig. 19. 


operazioni fatte or ora, traducendo la costruzione materiale in 
disegno. Ecco come si presenterà ora la costruzione grafica : 
si hanno due cerchi uguali tangenti nel punto C. 

Se poi ripetiamo la costruzione nel caso in cui le strisce 
siano lunghe em 15, em 12 e em? (fig. 20), i due cerchi g’incon- 


Fig. 20. 


treranno in due punti C e D, da parti opposte rispetto al seg- 
mento 4B; ecco come si presenterà il disegno : i cerchi sono 
secanti in C e D. 
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Se allora unite C e D con A e B (fig. 21) otterrete due trian- 
goli di lati lunghi em 15, cm 12 e cm 9; essi sono simmetrici 
rispetto ad AB. 


Fig. 21. 


Ormai non abbiamo più bisogno delle strisce ; ecco come si 
procede per costruire con riga e compasso un triangolo di lati 
lunghi, ad esempio, cm 12, cm 9 e em 6 (fig. 22): si traccia 
un segmento 48 lungo 
come wo dei lati, per 
es. lungo cm 9; valen- 
dosi del compasso si fa 
x centro successivamente 

77] in A ein B e, con rag- 
gio lungo em 12 e em 6, 
4 È si descrivono questi cer- 
chi. Si nota che i cerchi 
s'incontrano nei punti 
€ e D. Si congiungono, 
valendosi della riga, i ; 
punti C e Dcon AeB, 
e si hanno due trian- 
Fig. 22. goli, ABC, ABD, sim- 
metrici rispetto ad AB 

e i cui lati hanno le lunghezze assegnate. 

Se invece di due triangoli se ne vuol costruire uno solo, 
non occorrerà descrivere interamente le circonferenze, ma 
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basterà tracciare solamente due archi, come è indicato nella 
fig. 23. n. 
È ehiaro che la costruzione grafica potrà i 
iniziarsi col tracciare, indifferentemente, 
P’uno o l’altro dei lati; si ottie- 
ne sempre lo stesso triangolo 
ma in posizioni diverse. Per 
esempio, il triangolo della 
fig. 23 potrà apparirci disposto 
come nella fig. 24, se comin- 
ciamo a tracciare, parallela» 
mente alla base del foglio, il £ 
lato maggiore; oppure, come 6 


A 8 


Re 


Fig, 24. 


nella fig.25, se cominciamo a co- 
struire, parallelamente alla base 
del foglio, il lato minore. 
I triangoli delle figure 23, 24, 
25 sono uguali; si tratta sempre 
e © dello stesso triangolo. 

midi Se lorealizziamo con lestrisce di 
cartone (prendendo le misure in scala, come abbiamo fatto nel 
disegno), potremo adagiare il nostro triangolo materiale sull’una 
o sull’altra di queste figure, e, 
ancora una volta, concludere 4. a 
che con ire segmenti, sempre 
tali che la somma di due qualun- 
que superi il terzo, si può co- 
struire un solo triangolo, cioè 
che due triangoli sono uguali se 
hammo î tre lati rispettivamente e 
uguali. Pig. 26. 

Se non interessa la lun- 
ghezza dei lati né la forma, per disegnare un triangolo basterà 
prendere a caso tre punti A, B, C di un piano, per esempio di 
un foglio di carta, e unirli con segmenti di retta (fig. 26). 
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Le figure qui riprodotte (fig. 27) mostrano che si possono 
presentare vari casi. Attirerà certo la vostra attenzione l’ultimo 
disegno che rappresenta un segmento : in questo caso abbiamo 


n 


BRIO, 


Fig. 17. 


preso tre punti allineati : il triangolo è sparito! Si dice che 
quel segmento è il caso limite di un triangolo. 


€) Triangoli particolari. 


Se si vuole costruire con riga e compasso un triangolo equi- 
latero, cioò avente i tre lati uguali, il raggio del cerchio di 
centro A e quello del cerchio di centro 8 dovranno essere 
lunghi come AB; eccone il disegno nella fig. 28. 


AA 


Fig. 28. Fig, 29. 


Se si vuole un triangolo isoscele, cioè con due lati uguali, 
dopo aver disegnato la base AB (lunga ad es. em 15), otterremo 
i lati uguali (lunghi ad es, cm 18) procedendo come in figura 
29, cioè descrivendo con raggio di cm 18 un cerchio di centro 
A e uno di centro B. 

È chiaro che sì può costruire un triangolo isoscele di data 
base AB solo se ciascuno dei lati uguali supera la metà del seg- 
mento AB. 
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Un triangolo un po’ particolare è quello che ha la forma 
di una squadra (fig. 30): è il triangolo rettangolo. Se provate 
a costruire con riga e compasso un triangolo con i lati di cm 3, 
cm 4 e cmd o multipli di questi numeri (fig. 31), vi accorgete, 
valendovi appunto della squadra, che si tratta di un trian- 
golo rettangolo ; il lato più lungo si chiama ipotenusa e quelli 
più corti si chiamano cateti. 


N 


Fig. 30. Fig. 3L Fig. 32. 


I cateti di un triangolo rettangolo sono perpendicolari fra 
loro ; formano un angolo retto. 

Un triangolo può essere rettangolo isoscele (fig. 32) : essere 
cioè rettangolo ed avere i cateti uguali. 


8. Altezze di un triangolo. 


Se disponiamo la squadra in 
verticale e che uno dei cateti (T————t ad 
poggi sul piano orizzontale di un 
tavolo, l’altro si dispone vertical. 
mente (fig. 33); data questa po- 
sizione particolare del triangolo, 
un cateto si chiama base e l’altro 
altezza. 
L’orizzontale e la verticale 
sono realizzate rispettivamente Fig. 33. 
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2. — Castelnuovo, Geometria intuitiva. 


dall’acqua stagnante di un lago e dalla direzione del filo a piombo 


(fig. 34). 


È chiaro che se disponiamo la squadra in modo diverso, i 


| 


Fig. 34, 


L 


Fig. 35. 


cateti non restano più in po- 
sizione orizzontale e verti- 
cale ma rimangono, natural 
mente, sempre perpendicolari 
fra loro (fig. 35). 

Avete tanti esempi di 
segmenti perpendicolari fra 
loro intorno a voi : ì lati che 
s'incontrano di un tavolo ret- 
tangolare, i due bordi disu- 
guali della pagina di un libro, 
due strade rettilinee che s'in- 
crociano e che sono una nella 
direzione Nord-Sud e l’altra 
nella direzione Est-Ovest. 

Se si dispone la squadra, 
sempre su un piano verticale, 
ma in modo che sia l'ipote- 
nusa 2 poggiare sul tavolo 
(fig. 36), per indicare la verti. 


cale potremo attaccare al vertice opposto un filo a piombo; 


la posizione che il filo a piom- 
bo assume dopo qualche oscil- 
lazione è quella della verticale. 
La base, in questo caso, sarà 
l’ipotenusa e l’altezza sarà indi- 
cata dal filo a piombo. Attac- 
chiamo il filo alla squadra in 
modo che rimanga fisso e to- 
gliamo poi la squadra da quella 
posizione adagiandola ad esem- 
pio sul tavolo ; l’ipotenusa e la 
clirezione del filo non segnano 
più, adesso, Porizzontale e la 
verticale, ma rimangono sempre 
perpendicolari fra loro. 


Fig. 38. 


Prendiamo ora un triangolo materiale qualunque ABC (fig. 
37), per esempio ritagliato da un foglio di cartone, e disponia. 
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molo su un piano verticale in modo che il lato 48 poggi su un 
tavolo orizzontale. Se si fissa un filo a piombo al vertice 0, 
questo si disporrà nella posizione verticale CH ; il filo a piombo 
indica l'altezza CH relativa alla base AB. 


A Li 


Fig. 37. 


(i) 
» 


Fig. 38. 


Disponiamo poi il triangolo sempre sul piano verticale ma 
in modo che sia il lato AC a poggiare sul tavolo (fig. 38). Col 
procedimento di prima potremo costruire l'altezza relativa alla 


Fig. 39. 


Se disegnamo le tre altezze 
di un triangolo, ci accorgiamo 
che esse passano per uno sbes- 
so punto (fig. 40); il punto 
d’incontro delle altezze si chia- 
ma ortocentro, 


A 


base AC; sarà BK. Infine, 
se si dispone il triangolo sem- 
pre sul piano verticale ma 
in modo che BC poggi sul 
tavolo (fig. 39), otterremo 
V’altezza AL relativa a BO, 


Fig. 40. 


Osservando i triangoli della fig. 41 notate che non sempre 
le altezze sono contenute entro il triangolo e vi rendete conto 
come vari la posizione dell’ortocentro al variare della forma 
del triangolo. 


Fig. 41, 


Ogni triangolo ha dunque tre altezze, relative, ciascuna, ad 
un lato : l'altezza è il segmento di perpendicolare ad un lato 
condotto dal vertice opposto. x, 


® .Rette perpendicolari e rette parallele. Disegno con la 
riga e la squadra. 


lL’altezza di un triangolo rappresenta la distanza di un ver- 

tice dal lato opposto. È facile, facendo uso della squadra, trac- 

ciare un'altezza, cioè tracciare la perpendicolare a una retta 

per un punte. 

Si voglia disegnare la perpen- 

dicolare alla retta r (fig. 42) pas- 

sante per un punto P. Basta di- 

sporre la squadra in modo che uno 

dei cateti sì trovi sulla retta r e 

che il punto P si tro- 

vi sull’altro cateto. 

Quest'ultimo cateto 

segnerà la posizione 

£ della perpendicolare 

alla retta data pas- 

sante per quel punto. 

Basterà allora far 

scorrere la matita lungo questo cateto, tenendo ferma la squa- 

dra, per ottenere un segmento PO perpendicolare alla r e pas 
sante per il punto P ; PO è la distanza di P dar. 


o 
Fig, 42. 
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Nella fig. 43 abbiamo indicato la distanza di un punto da 
una retta in varie posizioni. 
Ritornando alla fig. 42, se immaginate di prolungare il seg- 


» 


Fig. 43. 


mento già tracciato, ottenete una retta « e vi accorgete che le 
rette r ed s dividono il piano in 4 parti uguali; si hanno 4 
angoli retti (fig. 44). 

Due rette si dicono ap- 
punto perpendicolari se divi- 
dono il piano in 4 parti uguali. 

Vedremo che con una riga 
e una squadra si possono 
anche costruire due rette pa- 
rallele; due rette sono paral- 
Jele se giacciono nello stesso 
piano e non hanno nessun 
punto comune. 

Intorno a voi potete tro- 
vare tanti esempi di direzioni 
parallele : i lati opposti di 
un tavolo rettangolare, i Fig. di 
bordi opposti di un libro, le 
rotaie di un treno quando non sono in curva, X 


Per disegnare con la squadra due rette parallele basta far 
scorrere una squadra lungo una riga tenuta fissa (fig. 465). 
1 cateti della squadra, entrambi perpendicolari alla riga, sono 

paralleli; perciò il’ se- 
gno lasciato da una 
matita fatta scorrere 
lungo questi cateti in- 
dica due segmenti par 
ralleli. Anche se imma- 
ginate di prolungarli, 
non troverete mai un 
punto comune; avrete 
due rette parallele. Os- 
serverete anche che la 
Fig. 46. distanza di due rette pa- 
rallele è sempre la stessa. 


e 48: $ Pig. 47. 


Concludendo, possiamo dire che due rette su un piano pos- 
sono avere due posizioni : 
1) s'incontrano in un punto (sono incidenti, fig. 46); in 
particolare possono essere perpendicolari ; 
2) non s'incontrano (sono parallele, fig. 47). è 


(10)atediane di un triangolo. 


Potete verificare che le al- ‘+ 
tezze del triangolo equilatero 
dividono i lati in parti uguali, 
cioè sono anche mediane (fig. 48). 
Mediana di un triangolo è il 
segmento congiungente un ver- 
tice col punto medio del lato 
opposto. Fig. 48, 
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Ogni triangolo ha dunque tre mediane. 

Nel triangolo scaleno le mediane non coincidono con le al 
tezze (fig. 49). 

Anche le mediane 
di un triangolo passano 
tutte per uno stesso 
punto, che si chiama 
baricentro. Il baricen- 
tro si trova sempre nel- 
l'interno del triangolo. 
È solo nel triangolo equi- È 
latero che il baricentro E ma 
coincide con l’ortocentro. Ve Fig. 49, 


IL. I quadrilateri. 


4) QUADRATO E ROMBO. 


Abbiamo visto che un triangolo costruito con strisce di car- 
tone collegate agli estremi con dei ferma-campioni è assoluta- 
mente rigido ; è proprio di questa indeformabilità che ci si vale 
nelle costruzioni, 

Se invece di tre strisce se ne collegano quattro si formerà 


Fig. 51. 


un quadrilatero 0 quadrangolo (fig. 50); vi accorgete subito 
che questa figura non è rigida. 

Prendiamo, per esempio, 4 strisce uguali e disponiamole in 
modo da avere un quadrato (fig. 51), cioè un quadrilatero che 
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ha iutti i lati uguali e intti gli angoli uguali (gli angoli sono tutti 
retti). 

la ma piccola pressione su uno dei vertici o dei lati per 
accorgersi che il quadrato non è rigido ma si trasforma in un 
rombo, cioè in un quadrilatere che ha tutti i lati uguali ma gli 
angoli non tutti uguali. 

Si possono ottenere tanti rombi, È bella questa trasforma- 
zione ; ci fa capire che il guadrato appartiene alla famiglia dei 
rombi : il quadrato è un rombo particolare. 

È interessante osservare che cosa avviene degli elementi di 
un quadrato — lati, angoli, altezza (cioè la distanza di due lati 
opposti), diagonali (cioè i segmenti congiungenti i vertici op- 
posti) — durante la trasformazione a rombo : i latà rimangono 
gli stessi e si mantengono paralleli, mentre cambia l’inclina- 
zione di un lato rispetto all’altro, cioè cambia l'ampiezza degli 
angoli : due diventano acuti (cioè minori di un retto) e due 
ottusi (cioè maggiori di un retto); gli angoli opposti sono però 
sempre uguali. A poco 2 poco due angoli del rombo diminui- 
sconò e tendono a zero, mentre gli altri due diventano sempre 
più grandi e tendono a un angolo piatto (cioè al doppio di un angolo 
retto). Il rombo tende al caso limite, un segmento : due aste si 
sovrappongono alle altre due. 

È bello vedere come, cominciando da quest’ultimo caso, 
in cui due aste coincidono con le altre due, a poco a poco 
cambia la forma del rombo: dapprima i due angoli acuti 
sono molto piccoli, poi vanno ampliandosi fino a che si 
avrà un quadrato; e, dopo, se continuate ad esercitare una 
pressione sullo stesso lato, vedrete di nuovo ripresentarsi 
dei rombi uguali a quelli di prima ma diversamente dispo» 
sti, e..., alla fine, le aste coincideranno di nuovo e avrete un 
segmento. 

Nella fig. 52 avete uno schizzo della trasformazione ora 
descritta. 

Il quadrato è la figura di mezzo : è la figura più simmetrica 
fra tutti i rombi. 

Osserverete anche, durante questo movimento, che il qua- 
drato è il più alto fra tutti i rombi che hanno gli stessi lati 
(fig. 53); Paltezza varia, in questa trasformazione, dal valore 
zero che ha quando il rombo si riduce a un segmento a un va- 
lore massimo nel caso del quadrato (tale valore è uguale al 
lato del quadrato), per tornare poi al valore zero. 
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Per studiare meglio questa famiglia di rombi, di cui fa parte 
il quadrato, consideriamone le diagonali. Esse possono essere 
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Fig. 52. 


realizzate con dei fili elastici fissati alle viti, vertici del rombo. 
Osserviamo che Ze diagonali del quadrato sono uguali e che si 
tagliano in parti uguali 
(fig. 54). Nel passaggio da 
quadrato a rombo una 
diagonale si accorcia e l’al- 
tra si allunga (fig. 55), ma 
il punto d'incontro delle 
diagonali divide sempre a 
metà ciascuna di esse. Che 
cosa possiamo dire della 
somma delle diagonali? 
Verrebbe spontaneo di dire che quello che perde una diago- 
nale viene guadagnato dall'altra, cioè che la loro somma ri- 


Fig. 53. 


Fig. 58. 


mane sempre la stessa; ma vi rendete conto che la somma 
delle diagonali non è costante seguendo questo ragionamento. 
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Nel caso del quadrato ogni diagonale è maggiore di un lato 
perché è l’ipotenusa di un triangolo rettangolo, quindi la somma 
delle due diagonali è maggiore di due lati; passando, invece, 
al rombo, ed immaginando di inclinare sempre più un lato 


Fig. 58. 


sull'altro fino ad arrivare al caso limite, una diagonale tende a 
zero e l’altra tende alla somma di due lati, cioè la somma delle 
diagonali tende alla somma di due lati. 

Si è avuta dunque una variazione nella somma delle diago- 
nali nel passaggio da quadrato al caso limite; questo fatto ci 
fa intuire che la somma delle diagonali varia sempre, da caso 
a caso, e che raggiunge il valore massimo pel quadrato. 

Si osserva invece che non varia la posizione rispettiva delle 
diagonali : esse sono sempre perpendicolari fra loro. Per render- 
sene conto, partiamo dalla forma quadrato e premiamo due 
vertici opposti in modo da avvicinarli e da passare così da qua- 
drato a rombo ; gli altri due vertici, allora, si allontaneranno. 
Noteremo che se disegnamo una retta su un foglio e facciamo 
in modo che i primi due vertici scorrano sn questa, gli altri 
due scorrono su una retta perpendicolare a questa (fig. 56). 

Questa osservazione suggerisce un modo per disegnare molto 
facilmente un rombo su un foglio di carta a quadretti : basta 
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tracciare due segmenti perpendicolari fra loro nel punto di 
mezzo (fig. 57) e congiungerne gli estremi. Se poi i segmenti 
hanno la stessa lunghezza si ha un quadrato (fig. dk e 


Fig. ST. 


b) COSTRUZIONE DEL ROMBO CON RIGA E COMPASSO, 


Teniamo presente, nella costruzione grafica, che il rombo 
ha tutti i lati uguali, e riprendiamo la costruzione dei triangoli 


isosceli (n. 7). 
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Fig. 59. 


Presi due punti 4 e B (fig. 59) e fatto centro in A con 
un’apertura di compasso maggiore della metà del segmento AB, 
descriviamo un cerchio; poi, con la stessa apertura, deseri- 


27 


viamo un cerchio di centro 8. Questi cerchi s’incontrano nei 
punti € e D. Unendo, con l’aiuto di una riga, i punti A e 0, 
© e B, Be D, De A, otterremo un quadrilatero coi lati uguali, 
cioè un rombo, 

La lunghezza del lato del rombo è data dal raggio dei cerchi 
(il segmento 45, che non abbiamo disegnato, rappresenta una 
delle diagonali del rombo). 


e) COSTRUZIONE CON RIGA E COMPASSO DI RETTE PERPENDI- 
COLARI. 


Il fatto che le diagonali del rombo siano fra loro perpen- 
dicolari suggerisce un modo per costruire due rette perpendi- 
colari valendosi della riga e del compasso; noi abbiamo già 
eseguito la costruzione di rette perpendicolari facendo uso della 
riga e della squadra (n. 9). 
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Fig. 60. 


Basterà, infatti, valersi della costruzione di un rombo; di- 
segnando poi le sue diagonali, noi saremo certi di aver costruito 
due rette perpendicolari. 

Riprendiamo la fig. 59 senza tracciare i lati del rombo; 
valendoci, invece, di una riga, uniamo A con B 6 C con D (fig. 
60). Le rette AB e CD sono fra loro perpendicolari nel punto 0; 
e, poiché le diagonali si dimezzano, otteniamo cosî anche la 
costruzione del punto medio di un segmento AB. 

CD, che è la perpendicolare ad AB nel punto medio, si dice 
asse del segmento AB. 
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Se si vuole costruire la perpendicolare ad una retta r in 
un suo punto P, basterà 
procedere al modo seguen- 


te (fig. 61): | 

1) si fissano sulla 2 
retta r due punti A, B VA “ 
equidistanti da P (si pos- VA si, 
sono ottenere facilmente H, S 


descrivendo un cerchio 
qualunque di centro P); 
2) facendo uso del 
compasso si fa centro suc- 
cessivamente in A e in B 
con raggio maggiore di x £ 
AP e si descrivono due N 5 
cerchi. Questi s'incontrano N È 
in C e D. “ke 
La retta CD è la per- ld 
pendicolare alla # in P. Fig. 61 


» 


d) COSTRUZIONI DEL QUADRATO CON RIGA E COMPASSO. 


Se si vuole disegnare un quadrato, bisognerà far si che le 
diagonali risultino uguali. Riprendiamo allora la costruzione 


Fig. 62, 


di rette perpendicolari (n. 11 c) e segnamo sulla CD due punti 
D, F che abbiano dal punto d’incontro delle due perpendicolari 
la stessa distanza di A e 2 (fig. 62). Unendo A con Z e con 
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F, e B con E e con F, si avrà un quadrato perché, in questo 
caso, le diagonali sono uguali. 

Ora, la precisa posizione di E e di Y si può ottenere facil- 
mente valendosi ancora del compasso: basta far centro nel 
punto d’incontro delle due perpendicolari con raggio uguale 
alla distanza di questo punto da A e descrivere un cerchio. 

Accade però più spesso di dover costruire un quadrato di dato 

lato, 2d esempio lungo cm 10; 

E sì procede allora cosi : dopo aver 

tracciato un segmento AB di 

questa lunghezza (fig. 63), si co- 

struiscono le perpendicolari alla 

retta AB in A e in B, seguendo 

il procedimento indicato nel nu- 

mero precedente, e, facendo uso 

B del compasso, si staccano su 

queste perpendicolari due seg- 

menti lunghi come AB. $i ot- 

tengono cosî i punti € e D; unendo questi punti, si ha il 
quadrato ABCD, di lato lungo cm 10. 

Con questa stessa costruzione si ottengono due reite paral- 
lele fra loro ; sono parallele le rette AB e DO e le rette AD e BC, 


€) RETTANGOLO E PARALLELOGRAMMA. 


Prendiamo ora 4 strisce di cartone o del meccano, di cui 
due siano uguali fra loro e le altre due pure uguali fra loro ma 
non uguali alle pre- A D 
cedenti (fig. 64); 
colleghiamole con 
le viti agli estremi 
in modo da ottene- 
re un rettangolo, 
cioè un quadrilatero 
che ha i lati oppo- 
sti uguali e tutti gli 
angoli uguali. 

Esercitando 
una pressione su uno dei vertici o dei lati, il rettangolo si tra- 
Sforma in un parallelogramma, cioè in un quadrilatero che ha i 
lati opposti uguali ma gli angoli non tutti uguali. 


Fig, 64, 
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Il rettangolo appartiene dunque alla famiglia dei paralle- 
logrammi ; il rettangolo è un parallelogramma particolare. 

Dopo aver studiato la famiglia dei rombi, di cui fa parte 
il quadrato, è facile trovare gli elementi invarianti e quelli che 
variano nella trasformazione da rettangolo a parallelogramma, 


Osserverete che non cambia la lunghezza dei lati e che i lata 
opposti sono sempre paralleli; anzi il nome di parallelogram- 
ma deriva proprio dal fatto che î suoì lati opposti sono pa- 
ralleli. ì 

Variano invece gli angoli (due diventano acuti e due ottusi), 
rimanendo sempre uguali quelli opposti. Varia l’altezza (cioè 
la distanza di due lati opposti) e cambia pure la lunghezza 
delle diagonali: nel rettangolo le diagonali sono uguali, nel paral- 
lelogramma sono disuguali. 

Noterete anche che il punto d'incontro delle diagonali divide 
sempre a metà ciascuna diagonale (fig. 65). 


f) QUADRATO E RETTANGOLO. 


Nel n. 11 a, abbiamo visto che le diagonali del quadrato sono 
uguali e che si tagliano per metà; nel n. 11 e, abbiamo osservato 
che anche le diagonali del reitangoto sono uguali e che si tagliano 
per metà. 

Questa proprietà che 
quadrato e rettangolo 
hanno in comune sugge- 
risce una costruzione ma- 
teriale che permette di 
passare con continuità dal- 
Puna all'altra figura. 

Prendiamo due strisce uguali del meccano e colleghiamole 
con una vite nel loro punto medio (fig. 66}; passiamo poi un 
filo elastico nei quattro fori che si trovano alle estremità delle 


Fig. B6. 
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aste e divarichiamo le aste. Avremo un rettangolo ; osserve- 
remo che questo rettangolo può assumere varie forme e che, 
fra queste, vi è anche il quadrato (fig. 67). 
Abbiamo il quadrato quando 
le diagonali sono perpendicolari 
fra loro. 


Si capisce così, allora, che il 
quadrato appartiene anche alla fa- 
miglia dei rettangoli; i quadrato 


è un rettangolo particolare. 


9) ROMBO E PARALLELOGRAMMA. 


Se ripensiamo alrombo (n. 11 a) 
e al parallelogramma (n. 11 e) ci 
accorgiamo che questi due qua- 
drilateri, pur non avendo le dia- 
gonali uguali, hanno però entrambi a comune la proprietà di 
avere le diagonali che sì tagliano in parti uguali. 

Sarà facile, 
basandosi ap- 
punto su que- 
sta proprietà, 
realizzare la co- 
struzione di que- 
ste due figure in 
modo da poter 
passare con con- 
tinuità dall'una all’altra. Basterà collegare con una vite i punti 

di mezzo di due stri- 
sce disuguali del mec- 
cano e passare un filo 
elastico nei quattro 
fori estremi (fig. 68). 
Divaricando le aste 
avremo un parallelo- 
gramma; Osserveremo 
che il parallelogram- 
ma cosi realizzato può 
assumere varie forme 
Fix, 69. e che, fra queste, vi 


Fig. 07. 


è anche il rombo, quando le diagonali sono perpendicolari fra 
loro (fig. 69). Dunque, il rombo appartiene alla famiglia dei 
parallelogrammi ; il rombo è un parallelogramma particolare. 


h) TRAPEZIO. 


Finora abbiamo considerato dei quadrilateri o con i lati 
vutti uguali (quadrato e rombo) o con i lati opposti uguali 
(rettangolo e parallelogramma). 

Prendiamo adesso 4 strisce di diversa lunghezza e proponia- 
moci di costruire un quadri- 
latero. Ci accorgiamo subi- 
to che la costruzione non 
è sempre possibile; ad 
esempio, se una striscia è 
di em 30 e le altre di em 4, 
em 5 e em 6, il quadrila- 
tero non si può costruire. Pig, 70. 

Per poter costruire un qua- 

drilatero occorre dunque che ogni lato sia minore della somma 
degli altri tre. Se que- 
sta condizione è soddi- 
sfatta, il quadrilatero 
esiste e può, pur avendo 
i lati tutti di lunghezza 
diversa, presentare delle 
particolarità. 

Ci si accorge infatti 
che esercitando una pres- 
sione su un vertice si può fare in modo che due lati diven- 
tino paralleli. Si ottiene cosî un trapezio, cioè un quadrila- 
tero che ha due lati paralleli (figg. 70 e 71). 

Se, tenendo fissa la posizione di tre strisce, ad esempio 
CD, DA, AB della fig. 72, togliamo la vite B e facciamo ruo- 
tare il lato CB attorno alla vite €, ci accorgiamo che si otten- 
gono tanti trapezi e che, in un determinato istante, l'asta può 
disporsi parallelamente alla DA, dando luogo a un parallélo- 
gramma. Il parallelogramma appare cost come un caso parti- 
colare di trapezio, cioè figura come appartenente alla famiglia 
dei trapezi. 


Fig. 71, 
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8. — Onatelnnovo, Geometria intuitiva. 


1 lati paralleli di un trapezio si chiamano basi e la loro di- 
stanza è l'altezza del trapezio (fig. 73). Se i lati obliqui sono 


Fig. 72. 


inguali il trapezio è isoscele (fig. 74); se un lato è perpendicolare 
ad altri due il trapezio è reltangolo (fig. 75). 


Fig. 78, 


Fig. 75. 


Pig. 74. 
i) CLASSIFICAZIONE DEI QUADRI 
LATERI. 


Dopo aver costruito material- 


mente tanti tipi 


di quadrilateri, 


potremo dire che si può disegnare nn quadrilatero prendendo 
a caso 4 punti A, B, C, D nel piano e unendoli con dei 


segmenti AB, BO, CD, DA nel 
l’ordine dato (fig. 76). I punti 
A, B, 0, D sono i vertici del 
quadrilatero. 

Le figg. 77, 78 e 79 mostrano 
che si possono presentare vari 
casì. Abbiamo escluso i casi in 
cui tre dei punti, o tutti e quat- 
tro, siano allineati, casi che danno 
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luogo rispettivamente al triangolo e al 
segmento. 
La fig. 77 rappresenta un quadri- à n 
latero convesso : la retta di ogni lato 
lascia tutto il poligono da una stessa 
parte. 


Fig. 71. 


La fig. 78 rappresenta 
un quadrilatero concavo : 
: è possibile prolungare uno 

siii dei lati, per es. il lato 
BC, in modo da dividere il quadri 
latero in due parti. Queste due 


parti cadono da bande opposte h 
rispetto alla retta a cui appartiene 
il lato. 


La fig. 79 rappresenta un qua- 
drilatero intrecciato : due lati di esso 
(i lati AB e CD) si tagliano nel 
punto 0. 

Potremo riassumere quanto ab- 
biamo visto sui quadrilateri convessi 
nelle pagine precedenti facendo la seguente classificazione : 


Fig. 79. 


quadrilateri 
PERC 
FARSI 
RE scad 


4 
quadrato 


È interessante leggerla dal basso verso l’alto : otterremo 
«l'albero genealogico » del quadrato. 
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1) IL QUADRILATERO NELLE MACCHINE. 


Abbiamo visto la grande importanza che ha il triangolo 
nelle costruzioni; anzi abbiamo osservato come l’umanità abbia 
avuto bisogno del triangolo proprio per dare ad esse stabilità 
e aumentare la loro resistenza. Ma il triangolo, oltre che nelle 
costruzioni, lo vediamo utilizzato nelle macchine. Insieme con 
il triangolo ha grande importanza nei meccanismi il quadri. 
latero, ed ecco perché : sappiamo che un quadrilatero, formato 


Fig. 80. 


da aste collegate agli estremi, si deforma per una pressione 
esercitata su un lato; è proprio questa deformazione, questo 
movimento, che viene utilizzato in molte macchine. 
Consideriamo, per esempio, il paralleloeramma ABC0D 
(fig. 80) che, in posizione particolare, ha la forma di rettangolo. 
Tenendo fermo AB e premendo su AD, questo lato ruota e 
assume varie posizioni ; altrettanto accade del lato BO. I puuti 
D e C descrivono dei cerchi, come è indicato in figura. Con- 
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temporaneamente il lato DC si sposta parallelamente a se 
stesso, cioè subisce una traslazione parallela ad 48, assu- 
mendo le posizioni indicate nel disegno. 

In tal modo, dunque, con un movimento rotatorio impresso 
ad AD, si ottiene un movimento traslatorio di DC. 

Quando D arriva in E (e quindi C in P) il lato DC ha la 
posizione limite £Y (fig. 81). Si può superare questa posi- 
zione limite continuando a premere su AD nello stesso senso, 
Si danno allora due casì: 

1) il Jato BC continua anch'esso a ruotare nello stesso 
senso, e allora il lato DC si sposta, sempre parallelamente 
a se stesso, al disotto del lato AB; questo movimento del 
paralldogramma articolato trova c 
la più brillante applicazione 
nelle locomotive per collegare gi 
fra loro le ruote; 

2) il lato BC, raggiunta la 
posizione BY, torna indietro 
mentre il lato 42, continuando 
a ruotare nello stessò senso, 
passa dalla parte opposta ri- 
spetto da AB; si ottiene un qua- 
drilatero intrecciato detto anti- D 
parallelogramma (fig. 82). Anche a 
l’antiparallelogramma ha larga 
utilizzazione nelle macchine, Fig, 82. 


12. I poligoni. 


Se si collegano fra di loro 5, 6 o più strisce di cartone o del 

meecano si ottiene un poligono con 5, 6 o pi lati; il poligono 

E che ha 5 lati si chiama pen- 
tagono, quello che ne ha 6 esa- 
gono. Abbiamo già visto che il 
poligono di 3 lati si chiama 
triangolo e quello di 4 quadri- 
latero e quadrangolo. 

Per disegnare un poligono di 
un certo numero di lati, per es. 
di 5, basta fissare sul piano 5 
punti, A, B, €, D, E (fig. 83), 
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tali che tre consecutivi non siano allineati, e congiungerli con 
segmenti nell'ordine dato. 

Se il poligono è costruito con le strisce del meccano ci si 
accorge che esso è deformabile quando il numero dei suoi lati 
supera 3. 

Analogamente a quanto abbiamo detto per i quadrilateri, 
potremo dire che un poligono è convesso quando la retta di un 
qualunque lato lascia tutto il poligono dalla stessa parte (fig. 
84), è concavo quando almeno una delle rette di un lato taglia 
il poligono in due parti giacenti da bande opposte rispetto a 


/ 


vee | 
/ 


Fig. 84 "FIG 85. 


tale lato (fig. 85), è intrecciato quando almeno due lati si ta- 
gliano in un punto (fig. 86). 

È interessante vedere come, realizzando un poligono con le 

aste di un meccano, si possa passare con continuità dall'uno 
all’altro caso. 

Fra i poligoni sono particolarmente 

notevoli quelli regolari, È regolare un 

poligono che ha tutti i lati e tutti gli an- 


goli uguali. 
e Il triangolo equilatero e il quadrato 
sono poligoni regolari; non è invece re- 
WA golare il rombo perché, pur avendo i 
Fig. 86. lati uguali, non ha tutti gli angoli ugua- 


li, e non è regolare il rettangolo per- 
ché, pur avendo gli angoli uguali, non ha tutti i lati uguali. 
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Un poligono regolare si può scomporre in tanti triangoli 
isosceli uguali (fig. 87). In particolare l’esagono regolare si può 
dividere in 6 triangoli equilateri uguali (fig. 88) ; è perciò molto 
facile eseguire il disegno di un esagono regolare utilizzando la 
riga e il compasso. Descritto un cerchio col compasso, basta 


riportare il raggio di questo come corda del cerchio ; si verifica 
appunto che il raggio si può riportare esattamente 6 volte 
come corda (nel cap. IV, n. 15, V., troverete la dimostrazione 
di questa costruzione). 

Dei poligoni regolari parleremo nel cap. IV e nel cap. VI, 
ma è bene dire fin da ora che il poligono regolare ha una grande 
importanza nell’arte : in moltissime decorazioni e pavimenta- 
zioni, infatti, esso entra come motivo fondamentale (osservate 
la riproduzione del pavimento di S. Giovanni in Laterano a 
Roma ; tav. II). 

Fra i quadrilateri, oltre al quadrato, sono soprattutto il rettan- 
golo e il rombo che potete osservare molto spesso come ele- 
mento decorativo (tav. IV e tav. V). 


13. Simmetria. 


Chissà quante volte avete osservato che se si piega un fo- 
glio di carta in cui sia caduta una goccia d'inchiostro si ri 
produce sulle due facciate una stessa figura, che ha, spesso, 
strane forme. 
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Le due figure A e B (fig. 89) sono simmetriche rispetto alla 


piegatura. 


Ma voi conoscete certamente tanti altri esempi di figure 


Fig. 89. 


simmetriche: un oggetto e la 
sua immagine data da uno spec- 
chio (fig. 90) sono figure sim- 
metriche rispetto al piano dello 
specchio; una foglia, un fiore, 
un frutto, il corpo umano e 
quello di quasi tutti gli animali 
ci danno l’idea della simmetria. 

La foglia rappresentata in 
fig. 91 è simmetrica rispetto 
all’asse AB. Ogni linea marca- 
ta alla sinistra di AB si ripete 
alla destra ; si potrebbe pensa- 
re come ottenuta ribaltando una 
delle due parti attorno all’asse 
di simmetria AB. 


Alcuni fiori sono simmetrici rispetto a un piano o rispetto 
a un punto (centro di simmetria) (fig. 92). 


Un frutto, per es. una 
mela, è simmetrico rispetto 
a un piano (fig. 93). 

Il corpo umano è an- 
che simmetrico a un pia- 
no (fig. 94). 

Sono rari gli animali 
che non hanno alcuna for- 
ma di simmetria (alcuni 
protozoi come le amebe e 
le spugne) ; osservate quale 
bellezza dà la simmetria al- 
le ali delle farfalle (fig. 95). 

La simmetria ci dà ve- 
ramente il senso dell’ar- 
monia: non possiamo im- 
maginare per es. un bel- 
l’animale non simmetrico 
e ci sembra strano un 


Fig. 99. 


fiore che abbia caratteristiche diverse da parti opposte. 
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Questa sensazione gradevole e riposante che ci viene dalle 
figure simmetriche ha portato gli architetti, i pittori, gli ar- 
tisti tutti a basare le loro opere su tale caratteristica geometrica. 

La simmetria, principio assoluto per l’arte classica, non 
dimenticata nel Medioevo durante il quale però si prediligevano 
forme asimmetriche, tornò poi ad essere elemento essenziale 
nel Rinascimento e a dominare nei secoli seguenti. 

Osservate, per esempio nella tav. VI, la riproduzione del 
Palazzo Farnese a Caprarola (piccolo paese del Lazio vicino 
a Viterbo); la simmetria predomina nelle forme architettoniche 
di questa imponente costruzione del ’500. 


Riflettete che le figure che hanno almeno un asse di sim- 
metria sono quelle che si è portati più facilmente a disegnare. 

Se vi si dice per es. di costruire un triangolo è molto proba- 
bile che lo disegnate equilatero 0 isoscele; cosi se dovete di- 
segnare un trapezio siete portati a costruire i lati obliqui uguali ; 
se poi vi sì dice di disegnare un quadrilatero, la maggior parte 
di voi traccerà un rettangolo, se non un quadrato. 

E questo sia perché anche il disegno a mano libera di queste 
figure è più semplice sia perché esse riescono più gradite al- 
Pocchio. 
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Ca PITOLO SECONDU 


EQUIVALENZA 


1. Aree dei campi. 


Anche se abitate in città vi sarà capitato di andare a pas- 
sare un giorno di festa in periferia, lî dove le case si diradano 
sempre più mentre cresce il numero dei campi seminati; 0 
forse — chissà — avrete fatto un viaggio, e allora ricorderete 
di avere attraversato col treno o con l'automobile vaste zone 
di campagna coltivate in modo diverso e avrete notato come 
un recinto, un soleo, un sentiero separi un campo da un altro, 

O forse qualenno di voi sarà salito sulla cima di un monte 
o avrà avuto la fortuna di fare un viaggio in aeroplano e avrà 
osservato infinite distese di verdi prati, di terreni coltivati a 
grano, di campi tenuti a frutteto; allora veramente avrà avuto 
la sensazione che tutta la terra sia divisa in tanti appezza- 
menti, di forma e di estensione diversa, appartenenti all’uno 0 
all’altro contadino. 

Sembra — a vederli cosi dall’alto — che non ce ne siano 
due uguali di questi campi. Ma spesso avviene che due contadini 
possono ricavare dal proprio terreno la stessa quantità di grano; 
i loro campi non hanno — è vero —- la stessa forma, ma hanno 
la stessa estensione, la stessa area. Si dice che sono equivalenti. 

Quante volte accade che, per convenienza di posizione. ad 
esempio, due contadini vogliono permutare i loro campi: essi 
dovranno ben stabilire se i loro terreni hanno la stessa area. 

E quante volte capita che un contadino vuole vendere il 
suo campicello ; ma, per venderlo, è necessario che egli sappia 
quale ne è l’area, di quanti ettari è formato. 
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Questi problemi — di necessità pratica, giornaliera — mo- 
strano come sia assolutamente necessario avere delle regole 
per il calcolo delle aree. 


2. La geometria nacque in Egitto. 


La parola geometria significa in greco misura della ferra, 
misura dei terreni ; e anche oggi la parola rimane in questo signi. 
ficato nel nome geometri che si suole dare ai periti agrimensori. 

I Greci, nei loro scritti, attribuiscono questo nome agli an- 
tichi Pgiziani : essi dicono che la geometria è nata in Bgitto, 
e proprio per un problema di divisione di terreni. 

Si racconta che la fertile regione solcata dal Nilo fosse di- 
visa in tanti appezzamenti assegnati all’uno o all’altro conta- 
dino; questi campi avevano circa la stessa area ed era una 
gara fra i vari agricoltori il far rendere di pifi il proprio ter- 
reno. Un campo era separato dall'altro da solchi, ma le piene 
del Nilo distruggevano con le acque i limiti fra campo e campo : 
si doveva cosî ogni volta, dopo il ritiro delle acque, procedere 
a una nuova divisione in parti equivalenti. E il problema non 
era semplice : per dividere un terreno in tante parti equivalenti 
occorre avere delle regole per il calcolo delle arce delle varie figure, 
occorre insomma fare della geometria. Gli antichi Egiziani cer- 
carono queste regole; ecco perché si dice che VEgitto è la « culla 
della geometria ». 

Chi si avventurasse nelle zone solcate dal Nilo riporte- 
rebbe anche oggi l'impressione che la vita della popolazione 
indigena è tuttora regolata, come per il passato, dal crescere 
e dal decrescere delle acque di quel fiume ; le condizioni fisiche, 
morali ed economiche dell’agricoltore sono di poco mutate da 
quelle che erano alcune migliaia di anni fa: tuttora egli vive 
una vita patriarcale, in villaggi assai densi di popolazione, 
procedendo alla semina dopo il ritiro delle acque e coltivando 
intensamente la terra. 


3. Una zona delle Alpi Italiane divisa in tanti appezza- 
menti equivalenti. 


In una grande distesa prativa nell’alta Valle dello Zoldano 
(in provincia di Belluno) viene attuata e rispettata da secoli la 


14 


* 


divisione del terreno in tanti appezzamenti equivalenti separat. 
uno dall’altro da un solco (vedi tav. VII). 

È una zona tenuta a prato, a quota 1500-1700 metri, poco 
conosciuta benché sia attraversata da una strada automobi- 
listica. Ma il turista che, a piedi o in automobile, percorre la 
strada maestra, colpito dall’imponente massiccio del Monte 
Pelmo, che domina la vallata, non ferma troppo l’attenzione 
su quella zona prativa. E, del resto, è difficile che egli sappia 
che quella distesa di prati ha una storia, una sua propria storia; 
egli non sa quale attaccamento e quale amore abbiano le po- 
polazioni dei paesi vicini per quei pascoli verdi. 

Ecco la storia di quella località, che vi racconto cosî come 
me l’ha riferita un montanaro di lassi ; essa è anche illustrata 
negli atti del Comune di Zoldo Alto. 

La zona — detta di Palafavèra — fu divisa ancor prima 
dell’istituzione della Repubblica Veneta, più di nove o dieci 
secoli orsono, in tanti campi di uguale area, dati in lascito 
ciascuno a una delle 250 famiglie dell’Alto Zoldano. Non si 
voleva assolutamente fare ingiustizie : e così si decise che ogni 
5 anni i campi venissero. assegnati all'una o all'altra famiglia 
per estrazione a sorte, in modo che appunto alla sorte fosse 
lasciato l’arbitrio di una distribuzione dei terreni più o meno 
favorevole per la posizione. 

Se passate di li alla fine d’agosto, potete assistere ai lavori 
di falciatura del fieno, lavori che vengono iniziati per tutti 
gli appezzamenti lo stesso giorno : il 24 agosto. 

I campi, le famiglie, la data rimangono sempre gli stessi; 
ed è commovente vedere come a questa lontana tradizione i 
montanari dell'Alto Zoldano siano profondamente attaccati. 

Forse proprio perché è fondata su basi indiscutibilmente 
giuste ! 


4. Confronto di aree. 


Vi sono dei campi che hanno for- [ 
ima poligonale: possono essere quadrati, 
rettangoli, parallelogrammi, triangoli, ..., 
ma in generale sono poligoni irregolari 
(fig. 96). Fig. 96. 


Ve ne sono altri il cui contorno è una circonferenza, oppure 
un poligono avente alcuni lati eurvilinei (fig. 97). 

Se vogliamo confrontare due campi bisogna saperne cal 
colare l’area. Escluderemo per ora il caso dei campi a contorno 
curvilineo. 


_. 
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Fig. 97. Fig. 98. 


Se un campo ha la forma di poligono irregolare, come pos- 
siamo calcolarne l’area? 

Questo disegno (fig. 98) che cosa vi dice? 

È chiaro che io saprò calcolarne l’area se conosco la regola 
per determinare l’area di un triangolo. 

Cominciamo dunque dalle figure più semplici. 


5. Area del quadrato. 


Se io costruisco il guadrato che ha come lato 1 mì otterrò 
1 m? (fig. 99). 

E, mi vien voglia di dire: se illato è lungo 2 mil quadrato 
sarà di 2 m*. È proprio vero? 

Che cosa risulta osservando la [= URNE 
fig. 100? 

Quanti m? si so- 
po ottenuti? 


Fig. 99. Fig. 100, Fig. 101. 


E se costruisco il quadrato che ha per lato m 3, di quanti 
m? risulta l’area (fig. 101)? 
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Osservando i disegni qui riprodotti si scopre che: l’area 
del quadrato si ottiene moltiplicando la misura del lato per se 
stessa, ossia facendo la seconda potenza del lato. 

In formola: 


A= 0, 


dove A è l’area ed a la lunghezza del lato. 


6. Problema inverso. 


Può accadere di dover costruire un campo quadrato avente 
un’area assegnata, per es. di m? 25; quale lunghezza dovremo 
dare al lato di questo quadrato? 

Ragioniamo : la lunghezza | del lato sarà un numero tale che 
moltiplicato per se stesso dà 25 ; quel numero è evidentemente 5. 

Si dice che 5 è la radice quadrata di 25 e sì scrive 


l=>°mv25=m5. 
Se l’area di un quadrato è cm? 36, il lato sarà lungo 
I=emv36 = emé; 


6 è la radice quadrata di 36. 
Se l’area di un campo è m? 58, la lunghezza del lato sarà 
compresa fra: 


m8 (VGi =8). 


Non si può scrivere 


ma seriverai 
V58 = 7 i 
il segno —» significa appunto che 7 è un valore approssimato 
della V58. i 
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Si può ottenere un valore più approssimato consultando la 
tavola delle radici quadrate su un libro di aritmetica, o me- 
glio, imparando la regola per estrarre la radice quadrata di un 
numero. 


7. Area del rettangolo. 


Il pavimento della mia camera ha la forma di rettangolo 
ed è ricoperto da 216 mattonelle quadrate di lato em 20. È 
facilissimo determinare l’area : basta trovare l’area di una mat- 
tonella e poi moltiplicarla per il numero di mattonelle che for- 
mano il pavimento ; cioè, nel nostro caso : 


A = em?(20? x 216) = cm? 86400 = m? 8,64. 


Ma, se il pavimento non è ricoperto di mattonelle, ed è 

per es, ricoperto di granito o di asfalto? 

Lo potrò sempre immaginare divi. 

so in tanti quadratini uguali (fig. 102), 

riportando su ciascun lato del rettan- 

gelo }Punità di misura, per es. il metro; 

se il m è contenuto 3 volte in una di. 

mensione e 2 volte nell’altra ci sarà 

Fig. 102. facile immaginare diviso il rettangolo 

in tanti quadrati, ciascuno di area 1 m?, 

Ho 6 quadrati di 1 m? ciascuno ; l’area del pavimento di 
quella camera sarà dunque : 


A=-m? 6, 


cioò è data dal prodotto 2 x 3 delle lunghezze delle due dimensioni. 
Sî, tutto questo è facile se il metro è contenuto un nu- 
mero intero di volte nelle dimensioni; ma se ciò non accade? 
Proverò a riportare il dm, oppure il em... ; per es. nel caso 
di un tavolo rettangolare di dimensioni m 1,20 e em 70, pro- 
cederò al modo seguente : 
il em entra 70 volte nella dimensione minore e 120 volte 
(perché m 1,20 = cm 120) in quella maggiore. Allora il nu- 
mero dei quadratini di area 1 cm? sarà: 


120 x 70 = 8400. 
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L’area del rettangolo sarà perciò : 
A = cm? 8400 = m° 0,84. 


Possiamo dunque dire che : 


Parea del rettangolo si ottiene moltiplicando le misure 
delle due dimensioni (riportate alla stessa unità di misura). 


In formola: 
A=4@-b, 


dove a, è sono le lunghezze delle due dimensioni, 


8. Area del triangolo. 


Ricordiamo il problema che ci eravamo proposti all’inizio : 
determinare l’area di un campo poligonale. Abbiamo visto che 
il problema è semplice se si sa calcolare l’area di un triangolo. 
E, del resto, molto spesso è necessario saper calcolare l’area 
di un triangolo ; osservate: molte volte le mattonelle con cui 
sono ricoperti i pavimenti hanno la forma di triangolo, i tetti 
di molte case e più spesso di campanili o torri sono formati 
da triangoli (vedi tav. VIII e tav, XVI). 


A È) 


le = +---.---2 


' 
' 
' 
' 
Ù 


aree 


è ® 


Fig. 103. Fig. 104. 
Cominciamo dall’area del triangolo rettangolo. Esso è la metà 
di un rettangolo (fig. 103); quindi la sua area A si troverà di- 
videndo per due quella del rettangolo : 
1 
Ax b.h. 


E l’area di un triangolo generico ABC (fig. 104)? 
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4 — Castelnuovo, Geometria intuitiva 


Conducendo una delle altezze del triangolo, per es. AH 
relativa alla base BO, ci si accorge subito che il triangolo ABC 
è la metà del rettangolo BCDE. 


Dunque : Parea del triangolo si ottiene sompre moltiplicando 
le lunghezze della base e dell’altezza relativa e dividendo il pro- 
dotto per 2. 


In formola : 


dl Epi 
2 


9. Considerazioni sull'area del triangolo. 


Ma qui nasce un dubbio : Se come base del nostro triangolo as- 
sumiamo il lato 458, per quale lunghezza dobbiamo moltiplicare 
la lunghezza di AB in modo da avere l’area (fig. 105)? 

Mì vedo già il piccolo 
lettore che gira il libro in 
modo da disporre il lato AB 
nella posizione in cui è abi- 
tuato a vedere la base di un 
triangolo; allora si accorge 
che dovrà condurre da Cla 
perpendicolare CK al lato 


Egli osserverà subito 
che mentre nella nostra fi- 
Fig. 105. gura la lunghezza di AB è 
minore di BO, l’altezza 
CK ad esso relativa è maggiore dell’altezza AH. 
Era prevedibile questo fatto? 
È in quale caso le altezze risulteranno uguali? 


E ancora un altro dubbio sull’area del triangolo. 

Abbiamo visto che ognìî 
triangolo è la metà di un 
rettangolo; ma, è proprio 
vero? + 
Comesifa a vedere che îl 
triangolo ABC della fig. 106 
è la metà dì un rettangolo? 

Esso non è certo la me- 
tà del Tobtangoio ADCE; 
è più piecolo della metà di 
questo rettangolo, E al- 
lora? Fig. 106. 
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Vi suggerisco di conside- 
rare il rettangolo BCDA ot- 
tenuto conducendo da B la 
perpendicolare ad AD (fig. 
107); cercate di dimostrare 
che questo rettangolo è dop- 
pio del triangolo dato. 

Osservate che tutto il ret- 
tangolo ADCE è doppio del 
triangolo rettangolo AEC; 
dovrete allora togliere un 
rettangolo doppio di AHB,... 


Fig. 107. 


Ma, non è forse pit semplice considerare come base del nostro 
triangolo il lato AC? Allora l'altezza relativa sarà BH (fig. 108), e vi 


H 


Fig. 108. 


10. Area del parallelogramma. 


sarà facile osservare che 
il triangolo è la metà 
del rettangolo ACDE. 

È dunque proprio 
vero che ogni triangolo 
è la metà di un rettan- 
golo e quindi la sua 
area si trova come ab- 
biamo visto. 


La tav. VIII, rappresentante una Chiesa in legno in Norve- 
gia, mostra che alcuni degli spioventi hanno la forma di pa- 


rallelogrammi., 


Molte volte hanno la forma di parallelogrammi le mat- 
tonelle per pavimenti ; si ha in tal caso la cosiddetta « pavimen- 


tazione a spina di pesce ». 

Può dunque accadere 
di dover calcolare l’area 
di un parallelogramma. 
E il problema si risolve 
molto facilmente : basta 
condurre una diagonale 
del parallelogramma 
(fig. 109) per accorgersi 
che esso si può sempre 


e 


D 


Fig. 109. 


considerare come il doppio di un triangolo. 
È chiaro allora che l’area del parallelogramma si ottiene raddop- 
piando l’area di un triangolo avente uguale base e uguale altezza. 


5I 


Dunque: 
Parea del parallelogramma è data dal prodotto delle lun- ; 
ghezze della base e dell'altezza. î 
In formola: 
A=b-h, 


dove 5 è la base ed » l'altezza. 


11. Area del rombo. 


Come ogni parallelogramma anche il rombo può considerarsi 
come il doppio di uniriangolo (fig. 110). 

Perciò l’area del rombo si ottiene 
come quella di un qualunque paral- 
lelogramma : 


Fig. 110, Fig. 111. 


Molte volte capita però di non conoscere base e altezza del 
rombo, ma di conoscere le lunghezze delle diagonali. Dalla 
fig. Il1 risulta subito che il rombo ABOD è la metà del reitan- 
golo EFGH ; sapendo allora che l’area del rettangolo è data 
dal prodotto delle dimensioni FG e GH si avrà: 

Parea del rombo si ottiene moltiplicando le lunghezze dello 
diagonali e dividendo il prodotto per 2. 
In formola: 


d.d' 


A4A=T5-, 
dove d, d' sono le lunghezze delle diagonali. 
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12. Confronto fra le aree di parallelogrammi aventi lo 
stesso perimetro. 


Riprendiamo la famiglia dei parallelogrammi di cui abbiamo 
parlato nel cap. I, n. 11 e. Di questa famiglia fa parte il ret- 
tangolo (fig. 64). 

Rettangolo e parallelogramma hanno lo stesso perimetro. 

Viene spontaneo di domandarsi : rettangolo e parallelogram- 
ma della fig. 64 hanno anche la stessa arca? 

Credo che possiate trovare da voi la risposta osservando 
la figura: nel passaggio da rettangolo a parallellogramma l'altezza 
diminuisce e quindi anche l’area diminuisce. Potremo anzi dire 
che : l'area di uno di quei parallelogrammi tende a zero al ten- 
dere a zero dell'altezza. 

Dunque : 

Vi possono essere delle figure che pur avendo lo stesso peri- 
metro non hanno la stessa area. 

Cosî, se invece di un rettangolo consideriamo un quadrato, 
esso si trasforma — come abbiamo visto nel cap. I, n. lla — 
in un rombo avente lo stesso perimetro. 

Ma le due figure, quadrato e rombo, non hanno la stessa 
urea ; il quadrato ha area maggiore avendo la stessa base del 
rombo, ma altezza maggiore. 


13. Area di un poligono regolare. 


Quante volte avrete visto il pavimento di una stanza 0 
le pareti di una camera da bagno ricoperti da mattonelle aventi 
la forma di esagoni regolari. 

Ma, quante mattonelle devo acqui- 
stare se voglio ricoprire il pavimento 
della mia stanza, che è un rettangolo di 
dimensioni m 3 e m 4? 

Dovrò, naturalmente, determinare 
l’area di una mattonella. 

E la cosa è semplice: ricordate che 
per costruire un esagono regolare (cap. I, 

n. 12), descritto un cerchio, abbiamo 
riportato 6 volte come corda la lunghez- _ 
za del raggio (fig.112). Basta allora unire Fig. 112, 
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il centro dell’esagono regolare con tutti i vertici; otterremo 
6 triangoli uguali. L'area di uno di essi moltiplicata per 6 darà 
Parea dell’esagono. 

Ed è chiaro che se invece di un esagono regolare si tratta 
di un poligono regolare di un numero qualunque » di lati, 
esso potrà scomporsi in n triangoli uguali e, per il calcolo della 
sua area, potremo procedere come nel caso dell’esagono regolare. 

Ma forse qualcuno di voi avrà sentito dire che l’area del 
poligono regolare si ottiene moltiplicando il perimetro per l’apo- 
tema (distanza del centro da un lato) e dividendo il prodotto per 2. 

È diverso questo metodo da quello prima indicato? 

Prendiamo il caso dell’esagono regolare. Calcolando Parea 
come somma di 6 triangoli uguali avremo : 

6 - lato esagono - apotema 


A=6-area triangolo = - 2 A 


ma 6 volte il lato dell’esagono dà il perimetro di questo, e 
quindi : 
A perimetro « apotema 


2 


Resta dunque valida in generale la regola sopra enunciata. 


14. Area del trapezio. 


Abbiamo già detto che molte volte il pavimento di una 
camera ha la forma di rettangolo; è allora semplice calco- 
larne l’area. Ma, se lo osserviamo un po’ più attentamente, 
ci accorgiamo che per avere una misura esatta dobbiamo 
tener conto dei vani delle finestre e delle porte, vani che in 

generale hanno la forma di 
__Jl trapezi. 

Ecco, per es., la pianta di 
una camera (fig. 113). 

Cosi, è spesso formato da 
trapezi il tetto di una casa, ed 
ha generalmente la forma di 
trapezio la sezione di un ca- 
nale. 

Fig. 113, Capita dunque molto spes- 
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so di dover calcolare l’area di un trapezio. Disegnamo un trapezio 
(fig. 114), e osserviamo che se prolunghiamo la base maggiore 
BC di un segmento CE 
uguale alla base minore, la A v 
base minore AD di un seg- Î 
mento DF uguale alla 
maggiore, e uniamo F con 
E, si ottiene un parallelo- 
gramma doppio del nostro 
trapezio (fig. 115). 

È chiaro allora che l’a- g 
rea del trapezio si otterrà Fig. 16 
dividendo per 2 l’area del 
parallelogramma ; ma il parallelogramma ha per base la som- 
ma delle basi del trapezio e per altezza la stersa altezza, quindi: 


D 


Fiesta ie 


CI 2 F 


Fig. 115. 


l’area del trapezio si ottiene moltiplicando la somma delle basi 
per l’altezza e dividendo il prodotto per 2. 


In formola: 
b4b' 


ha 
It 


«dh 


dove b, b', h, rappresentano le lunghezze delle basie dell'altezza. 


15. Area di un campo di forma poligonale. 


Vi sono vari metodi per il calcolo dell’area di un campo 
poligonale ; descriveremo quello accennato al principio del ca- 
pitolo, rimandando — per altri metodi — agli esercizi. 
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Questo metodo consiste nel dividere în triangoli il dato po- 


ligono. 


Conducendo tutte le diagonali di un poligono ABODE 
(fig. 116) uscenti da un vertice, per es. A, veniamo a dividere il 


Fig. 116. 


poligono in tanti triangoli, 
ABC, ACD, ADE. Si trat- 
terà allora di calcolare l’a- 
rea di questi triangoli. 

Se assumiamo, per es., 
come base del triangolo 
ABC la diagonale A0, come 
base del triangolo ACD la 
diagonale AD e del trian- 
golo ADE pure la diago- 
nale AD, le altezze relative 
saranno rispettivamente 
BH, CK, EL, indicate in 
figura. 

Il problema complesso 


della determinazione dell’area di un poligono irregolare può 
dunque ridursi sempre a quello più semplice del calcolo del- 


l'area di triangoli, 
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CAPITOLO TERZO 


SCOMPOSIZIONE E RICOMPOSIZIONE DELLE FIGURE. 


IL TEOREMA DI PITAGORA 


1. Esempi di scomposizione e ricomposizione. 


I. Ho un rettangolo ritagliato su un cartoncino (fig. 117); 
esso può scomporsi in un triangolo isoscele e in due triangoli 


rettangoli uguali. 
Come è l’area del triangolo iso- 
scele rispetto all’area del rettangolo? 


II. Ho un trapezio isoscele (fig. 118); 
è facile vedere che si può scomporre 
in tre triangoli (due uguali fra loro 
e uno isoscele). 


Fig. LIT. 


Come dovrebbero essere le misure 
delle basi e dei lati obliqui affinché il 
trapezio fosse scomponibile in tre trian- 


goli equilateri uguali? 


Se 7 è la lunghezza del lato obli- 


quo di que 
Vie. 118. st’ultimo tra- 
pezio, quale è 
la lunghezza del perimetro? 


III. È possibile scomporre un esa 
gono regolare in un triangolo equilate- 
ro e in tre triangoli uguali? Osservate 
la fig. 119. 
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Come è l’area del triangolo equilatero rispetto alla somma 
delle aree dei tre triangoli isoscelit Considerate la fig. 120. 


IV. E adesso consideriamo un qua- 
drato. Esso può scom- 
porsi nei triangoli 1, 2, 
3, 4, come è indicato 
nella fig, 121. 

Osservate che dispo- 
nendo in altro modo i 
triangoli 1, 2, 3, 4 (ese- Fig. 121. 
guite il modello su car- 
toncino), è possibile trasformare il quadrato in un triangolo 
isoscele (fig. 122), in un parallelogramma (fig. 123), e in un 
trapezio ‘isoscele (fig. 124). 

Cercate di trasformarlo anche in 
un rettangolo e în un triangolo rettan- 
golo. 


Ng, 120, 


Da questi esempi risulta chiaro 
che da un poligono se ne possono 
ottenere, scomponendo e poi ricom- 
ponendo la figura, tanti altri. 

Tutti questi poligoni non hanno la stessa forma, ma hanno 
uguale estensione: sono poligoni equivalenti. 

Il concetto di estensione, di cui abbiamo parlato in modo 


Ù “ 


Fig. 123. Fig. 124. 


vago all’inizio del cap. II, viene cosi ad essere precisato : due 
poligoni sono equivalenti, cioè hanno uguale estensione, se sono 
somme o differenze di poligoni a due a due uguali. 


2. Il Teorema di Pitagora. 


Vediamo ora che un quadrato si può anche scomporre in 
due rettangoli uguali e in due quadrati disuguali, come illustra 


© la fig. 125. 
| 
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È 
ì 


Indichiamo con B e con € le aree dei quadrati. 

Ma osserviamo che lo stesso quadrato può scomporsi in 
quattro triangoli rettangoli uguali e in un quadrato, come illustra 
la fig. 126, Indichiamo-con'A l’area di quest’ultimo quadrato. 


Fig. 125. Fig. 126. 


Tenete presente che le lunghezze dei cateti di questi quattro 
triangoli rettangoli sono state prese uguali alle dimensioni dei 
rettangoli della figura precedente. 

Cosa deriva dal confronto delle figg. 125 e 126? 

Tracciate in ciascun rettangolo della fig. 125 una delle dia- 
gonali : vi accorgete subito {fig. 127) che si ottengono quattro 
triangoli rettangoli uguali, proprio i triangoli segnati con 1, 2, 
3, 4 nella fig. 126. 

E allora? 

Se dalle figg. 126 e 127 togliete via i quattro triangoli ret- 
tangoli, rimangono nella 126 il quadrato A e mella 127 i qua- 
drati B e C; dovrà essere necessariamente ; 


A=B4+0. 
Dunque : un quadrato è equivalente alla Pg, 
somma, di due quadrati; ma, chi sono que- iù; 
sti quadrati? Vediamo di farne un po” To / 


meglio la conoscenza. 

Disegnamo uno dei quattro triangoli | 
rettangoli (fig. 128}, che prima abbiamo ssa = / 
immaginato di staccare. Osserviamo che 
A non è altro che l’area del quadrato 23 
costruito sull’ipotenusa di questo trian- 
golo, mentre B e C sono i quadrati co- | 
siruiti sui cateti. Pie. 128. 
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Ecco che la proprietà prima trovata comincia ad acqui. 
stare significato : per ogni triangolo rettangolo risulta sempre 


vero che: 
A=B+0. 


Questa proprietà dei triangoli rettangoli, veramente strana 
e inaspettata, costituisce il Teorema di Pitagora : 


In un triangolo rettangolo 
il quadrato costruito sull’ipo- 
tenusa è equivalente alla som- 
ma dei quadrati costruiti sui 
cateti. 


Riflettiamo un momento 
su questo teorema : disegna- 
mo (fig. 129) un triangolo ret- 
tangolo i cui cateti supponia- 
mo lunghi m3em4; po 
fremo conoscere anche le aree 
dei quadrati costruiti sui cate- 
ti: saranno rispettivamente di 


Fig. 129. m?9 e m?16. 
Ma allora, per il Teorema di Pitagora, l’area del quadrato 
costruito sull’ipotenusa sarà di 
m? (9 + 16) = m2 25; 


A . 


e questo ci dice subito che la lunghezza 
dell’ipotenusa è data dalla radice qua- 
drata di 25, cioè è di 


Vj £ 
m i. ta N 
Dunque : se în un triangolo rettan-* 
golo sono note le lunghezze dei cateti si 
può determinare la lunghezza dell’îipo- e e 
tenusa. Mi 120. 
Cosî, invece, se si conoscesse la 3 
lunghezza dell’ipotenusa e quella di un cateto si potrebbe de- 
terminare la lunghezza dell’altro cateto. Esempio (fig. 130): 
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Dati : 


A40=m 20, 
BO=m 12; 
sarà i 
area quadrato su AC = m? 20* = m? 400, 
» » » BC=m? 12% = m? 144; 
e quindi: 


area quadrato su 428 = m? (400-144) = m? 256, 
La lunghezza del lato AB sarà dunque: 


AB=mV256 = m 16. 


3. Considerazioni sul Teorema di Pitagora. 


La proprietà che costituisce il Teorema di Pitagora vale 
solo per i triangoli rettangoli; vi accorgete infatti che se 


CI cs e 
Fig. 131. 


un triangolo non è rettangolo non si può, data la lunghez- 
za di due lati, determinare quella del terzo. I triangoli ABCO, 
A'B'C' della figura 131 hanno il lato AB uguale ad 4’B', 
il lato BC uguale a B'0, ma il lato AC non è lungo co- 
me A4'0". 


él 


4. Qualche applicazione del Teorema di Pitagora. 


a) Determinare la lunghezza della diagonale del rettangolo 
ABCD (fig. 132), dato: 


A 8 AD=Mé6 
DO=Mm19, 
Risulta : 


40 m V6F+ 101» 


o e =mVI155- m 116, 
Fig. 132. 


b) Determinare l’altezza di un triangolo isoscele ABO di base 
BC (fig. 133), dato : 


AB == m 12 
BC =m $. 


Risulta : 


AH=mV1i2"-4=mVi28-m 11,3. 


A 


H e 
Fig. 133, Fig. 134. 


©) Determinare l’altezza di un triangolo equilatero di lato m 12 
(fig. 134). 
Risulta : 
AH = mV123—-63 = mV 108 — m 10,3. 
62 


e, E e e 


d) Determinare e costruire #l lato di un quadrato doppio di uno dato. 

Se il quadrato dato ha il lato di em 1, la sua area sarà di em? 1, 
e l’area del quadrato doppio risulterà evidentemente di em° 2. Il 
lato richiesto sarà allora di cm V7. Questo segmento si costruisce 
facilmente con riga e compasso : è lunga infatti cm V3 l’ipotenusa 
di un triangolo rettangolo isoscele di cateti cm 1 

Per avere particolari storici di questo problema vedi l’esercizio 
n. 111 del cap. III 


5. Pitagora. 


Prendete un momento una carta geografica dell’Italia, ma- 
gari solo dell’Italia Meridionale, e immaginate di fare un viaggio 
sulla linea costiera ferroviaria Brindisi-Taranto-Metaponto-Ca- 
tanzaro-Reggio Calabria ; quella linea che passa per il calcagno 
e sotto il piede dell’Italia, costeggiando il Mar Jonio. 

Circa un’ora prima di arrivare a Catanzaro con i treni 
ordinari, vi è la stazione di Crotone, in cui il treno sosta di 
solito pochi minuti; dalla stazione un lungo viale alberato 
conduce alia parte moderna della città, da cui si sale alla parte 
antica, coronata da un poderoso castello le cui colossali mura 
cadono a picco sul mare. Le mura, i monumenti, i palazzi mo- 
strano a chi si addentra nel centro abitato che Crotone non è 
una città moderna come le industrie e le attrezzature portuali 
potrebbero a prima vista far credere. 

E difatti da colonne e da raccolte di frammenti conservate 
al Museo Civico di quella città risulta che la nascita di Crotone 
è molto, molto lontana, più di 2000 anni fa, nel 700 a. C. 

La scuola media di Crotone porta oggi il nome di « Scuola 
Pitagora », a ricordare come la fama e lo splendore della città 
siano principalmente dovute a un uomo: Pitagora di Samo, 
che vi soggiornò lunghi anni. 

Chi era Pitagora? 

Pitagora, nato a Samo in Grecia nel 572 a. C., pare fosse 
andato da giovane in Egitto; li avrebbe appreso le prime 
nozioni matematiche, soprattutto di geometria. 

Tornato a Samo, dopo un soggiorno di venti anni in Egitto, 
trovò che molti avvenimenti politici avevano cambiato l’aspetto 
della sua città; non potendo sopportare il governo del tiranno 
Policrate, lasciò ben presto la Grecia trasferendosi in quelle 
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colonie greche dell’Italia Meridionale, che, insieme ad altre 
della Sicilia, erano note sotto il nome di Magna Grecia. 

Appunto a Crotone egli raccolse attorno a sé un gruppo 
di allievi; la novità del suo insegnamento fece accorrere alla 
sua scuola tutti gli abitanti e l'entusiasmo era così vivo che 
anche le donne, infrangendo la legge che le escludeva dalle 
assemblee, andavano ad ascoltarlo. 

Ma, che cosa insegnava Pitagora? 

Vi era un primo insegnamento che dava una preparazione 
morale e religiosa al cittadino. Comprendeva anche i primi 
elementi di matematica e di musica, a cui Pitagora dava la 
più grande importanza. 

Dopo questa specie d’istruzione primaria, i migliori allievi 
passavano sotto l'insegnamento con- 
tinuo e diretto del Maestro; essi 
venivano a far parte di.una specie 
di confraternita : si chiamavano «i 
Pitagorici». Il loro simbolo era quello 
che si chiama la stella d’Italia: un 
pentagono stellato (fig. 135). 

Essi erano cosi strettamente legati 
che è difficile dire quali studi sono da 
attribuirsi al Maestro e quali agli 

Fig. 135. allievi. Era un grandissimo onore ap- 

partenere a questa bella associazione, 

in cui i riechi dovevano dividere i loro beni coi poveri, non solo 

i beni materiali, dato che tutti facevano la stessa vita, ma anche 
quelli dell’intelligenza e del cuore. 


6. Il Teorema di Pitagora visto storicamente. 


Il nome di Pitagora rimane soprattutto legato a un teorema. 

Del famoso « Teorema di Pitagora », spesso noto fra i ragazzi 
come «él ponte dell'asino », parlano gli scrittori nelle loro no- 
velle, fanno uso i geometri nelle loro misure pratiche, gli artisti 
nei loro disegni, 

E gli studenti d'ingegneria ne portano la figura sul loro 
berretto goliardico. 

Ma perché è tanto importante questo teorema? 

Bene, rispondetemi : l’avreste saputa scoprire voi quella 
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curiosa proprietà del triangolo rettangolo? è una proprietà 
evidente? 

Pensate : è assai strano che l’area del quadrato A (fig. 136) 
sia proprio uguale alla somma delle aree dei quadrati B e C. 
Come è venuto in mente? 

Già due o tremila anni avanti 
Cristo si faceva uso per le misure 
sul terreno della corda, 
che veniva utilizzata in 
vari modi. j 

Una delle più notevoli 
applicazioni che si face- 
vano con la corda era la 
costruzione di due rette 
perpendicolari, costruzio- —_—— 
ne ideata — sembra — 
dagli Egiziani e che si è conservata 
nella pratica fino ai giorni nostri. 

Si prenda una corda lunga 12 
unità di lunghezza (nell’antichità Fie. 136. 
non si usava il metro come unità 
di misura), e avente dei nodi che la dividono in parti, lunghe 
rispettivamente 3, 4 e 5: si fissino nel suolo due paletti, di- 
stanti 4 unità di misura (fig. 137). Fra i due paletti si tenda 
la parte di mezzo della corda; si tendano poi le altre due parti, 


Fig. 137. 


lunghe 3 e 5, fino ad incontrarsi in un punto (fig. 138). Si os- 
serva allora che il triangolo ottenuto è rettangolo. 
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$ — Castelnuovo, Geometria intuitive. 


Dunque, se un triangolo ha i lati lunghi 3, 4, 5 esso è ret- 
tanpolo; ma è facile vedere che è pure rettangolo un triangolo di 
lati 6, 8,10 o anche 9, 12, 15, e in generale ha due lati perpendi- 
colari quei triangolo i cui lati sono multipli dei numeri 3, 4, 5. 

Osservate che in tutti questi casi risulta : 


33445 55 6 +8*= 102, 9° + 123=15%; 


cîoò : él quadrato costruito sull’ipotenusa del triangolo è equiva- 
lente alla somma dei ouadrati costruiti sui cateti. 

Pare che gli Egiziani usassero questo metodo della corda 
per orientare secondo i quattro punti cardinali templi e pira- 


Fig 139, 


midi, Al triangolo di lati 3, 4, 5, che godeva di questo privi- 
legio, venivano attribuiti dei poteri sacri. 
Gli Indìani avevano poi osservato che di questa strana 
proprietà godeva anche il triangolo di lati lunghi 5, 12, 13, 
Si ha infatti: 


52 +12? = 133, 


Altri casi di «terne pitagoriche » saranno poi considerati 
negli Esercizi (cap. IIT, nn. 105-108). 
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Un'altra applicazione del Teorema di Pitagora, che mette 
ancora una volta in luce come questa proprietà fosse nota, in 
casi particolari, molti secoli prima di Pitagora, si trova su una 
tavoletta d’argilla scoperta durante scavi eseguiti nella zona 
dell'antica Babilonia. La tavoletta, che risale al 1800 a. C., è 
ora conservata nel British Museum a Londra. 

Ecco quanto è scritto sulla tavoletta : « Un bastone lungo 
30 unità è appoggiato a un muro, In alto scivola di 6 unità; 
di quanto il piede del bastone si è allontanato dalla base del 
muro ? » (fig. 139). Alla domanda segue la risoluzione : appli 
cando il teorema, che poi si chiamerà di Pi- 
tagora, si trova che il piede del bastone si 
distacca dalla base del muro di 18 unità. 

Ora, da queste osservazioni di carattere 
empirico non era certo facile passare a una 
generalizzazione della proprietà, dimostrare 
cioè che: in ogni triangolo rettangolo il qua- 
drato costruito sull’ipotenusa equivale alla 
somma dei quadrati costruiti sui cateti. 

È appunto a Pitagora che sì attribuisce 
il merito di questa grandiosa scoperta : se- 
condo alcuni la dimostrazione data da Pita- 
gora sarebbe quella riprodotta nel testo. 

I Greci di oggi vanno giustamente orgogliosi della scoperta 
fatta dal loro concittadino! Essi hanno voluto ricordarlo an- 
cora una volta in Patria e all'Estero dedicando nel 1955 un 
francobollo (fig. 140) al famoso Teorema in occasione del 25000 
anniversario della fondazione della Scuola Pitagorica. 


Fig. 10. 
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CAPITOLO QUARTO 


UGUAGLIANZA. 
ANGOLI. SOMMA DEGLI ANGOLI DI UN TRIANGOLO 


1. Problema dell'uguaglianza. 


È adesso — vi domando — potete dire di saper determi 
nare l’area di un campo piano qualunque? 

Si — mi rispondete — se il campo è di forma poligonale; 
esso può dividersi infatti in tanti triangoli, come abbiamo visto 
nel can. li. 

Ma, allora, io vì faccio questo disegno (fig. 141). 

Immaginiamo che nel cam- 
po vi sia uno stagno, o una fo- 
resta, o una costruzione che 
impedisca la divisione in trian- 
goli. 

Non si riesce a calcolare in 
modo diretto l’area del campo. 

Viene allora idea di trac- 
ciare in una spianata vicina, li- 
bera da ostacoli, un poligono 
uguale al dato, cioè avente la 
stessa forma e la stessa esten- 

Mur. 161. sione, ed eseguire su questo 
cumpo tutte le misure. 

Riflettiamo che due poligoni sono uguali se -—— come ab- 
biamo detto —— hanno la stessa forma e la stessa estensione: 
ciò equivale a dire che i due voligoni non differiscono in nulla 
uno dall’altro, cioè che. se si immagina di costruirli con del 
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cartoncino, i due modelli si possono portare a sovrapporre esat- 
tamente. Due poligoni sono dunque uguali se sono sovrapponi- 
bili col movimento, 

Ora, se un poligono è già costruito e se non è possibile ri- 
produrre un modello uguale in cartoncino — cosa che accade, 


naturalmente, se si tratta di un campo — come si fa a co- 
struire un poligono uguale al dato? Sorge cosi il problema del- 
Vuguaglianza. 


Ci rendiamo subito conto che non basta misurare i lati e 
costruire un poligono avente gli stessi lati del poligono dato : 
pensate infatti che con 4 strisce di cartone possiamo costruire 
per esempio un rettangolo, ma le stesse strisce, disposte nello 
stesso ordine, danno luogo a un parallelogramma, cioè a un 
quadrilatero che ha forma diversa dal rettangolo pur non cam- 


A ___B 


Fig. 142, 


biando — lo ripetiamo — né la lunghezza né la disposizione 
dei lati, 

Osservate la fig. 142 : cambia la forma del parallelogramma 
ABCD inclinando più o meno il lato 4.D sulla base DO, cioè 
variando l'ampiezza dell'angolo formato dai lati AD e DO. 

Ci si accorge dunque che : per costruire un poligono uguale 
a uno dato non basta misurare î lati ma occorre anche misurare 
gli angoli. 

Siamo quindi obbligati a studiare gli angoli. 

Apriamo qui una lunga parentesi e solo nelle ultime pagine 
del capitolo ritorneremo sull’argomento : come si costruisce un 
poligono uguale a uno dato. 
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2. Angoli. 


La fig. 143 vi permette intanto di riconoscere vari tipi di 
angoli, 

Un angolo s’indica con tre lettere maiuscole; quella di 
mezzo, sopra 2 cui si disegna un angolo, corrisponde al 
vertice dell'angolo. Così si parla dell'angolo retto (forma- 
to da due rette perpendicolari) ABC, dell'angolo acuto (mi- 


DI P 
Fig. 143, 


nore di un retto) HZ, di un angolo ottuso (maggiore di un 
retto) M .Î.P, di un angolo piatto (doppio di un retto) 0.28, ecc. 
Talvolta s'indica un angolo con la sola lettera corrispon- 
dente al vertice; cosi: angolo retto 2, angolo acuto È, ecc. 
Per rendervi conto di come si ottiene un angolo, fermate 
l’attenzione sui seguenti esempi: 


a) Avete un compasso? Le due aste del compasso formano 
un angolo (fig. 144); esso può rendersi nullo (quando le aste 
coincidono), e può diventare successivamente acuto, retto, ot- 
tuso, piatto ; dopo un giro completo, se il com passo fosse sno- 
dabile, si direbbe che l’asta ha deseritto un angolo giro. 
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L'ampiezza di un angolo può variare anche se i lati hanno 
sempre la stessa lunghezza. 


b) Pensate all’angolo formato dalle lancette di un orologio 
(fig. 145); l’angole formato dalle lancette di un grande oro- 
logio a pendolo, 


quando sono per 
es. le 12 6.10 mi 
nuti, è uguale al- 
Pangolo che for- 
mano alla stessa 
ora le lancette 
di un piecolo 
orologio da pol- Fig. 148. 


so. 
L'ampiezza dell'angolo non dipende affatto dalla lunghezza 
dei lati. 
c) L’angolo AOB 
sotto cui un osservatore 
vede l'albero AB (fig. 
146) varia se l’osserva- 
tore si sposta. 
L'angolo di visuale 
diventa più grande se 
Posservatore si avvi 


I 


Fig. 148. 


cina all’albero (fig. 147), e diminuisce se se ne allontana 
(fig. 148). 
A d) Due alberi AB e CD possono 
essere Visti sotto lo stesso angolo di 
visuale (fig. 149). 
I lati di un angolo non sono seg- 
menti, perché li posso prolungare 


4 quanto voglio senza che vari l'ampiezza 
dell'angolo ; i lati dell’angolo sono 
ona semirette, 
8 


Fig. 147. 


Tutti questi esem- 
pi ci suggeriscono la 


definizione : 
un angolo è 
la figura formata 


da due semirette 0" 
che hanno la stessa Fig. 148. 
origine (fig. 150). 


La parte di piano che in fig. 151 è tratteggiata si chiama 
angolo convesso ; l’altra parte si chiama angolo concavo. Noi con- 
sidereremo quasi sempre angoli convessi, 


c 


Le] 


Fig. 149. 


Se si prolungano i lati AB, CB di un angolo ABO (fig. 152) 
si ottengono altri #e angoli: DBE, ABD, CRE. 
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È 
i 


L’angolo DEE (opposto al vertice al primo) è uguale al dato. 

Cosî sono uguali fra loro gli angoli opposti al vertice ABD 
e CBE. 

cei Due rette incon- 

j trandosi formano 

dunque quattro an- 
goli. 

Se le rette sono 
perpendicolari (fig. 
153) i quattro an- 
goli sono uguali (ri- 
o s cordate quanto fu 
detto a proposito di 
rette perpendicolari 
nel cap. I, n. 9). 


3. Misura di angoli. 


Fie. 153. Basta un semplice sguardo 
alla fig. 154 per dire che l’angolo 
ABC è minore dell’angolo retto DÈ ; ma, di quanto è minore? 

Nei sappiamo che per misurare le lunghezze si assume come 
unità il metro, o il centimetro, o il piede, ecc. ; l’unità di mi- 
sura di lunghezza può essere scelta a piacere. È chiaro che per 


A o 


8 c E F 3 
Fig. 104, 


intenderci converrà che tutti si riferiseano alla stessa unità 
di misura, o che sia stabilito come passare da un’unità all'altra ; 
si costruisce poi uno strumento — per es. il metro — che per- 
mette di effettuare le misure. 
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Anche per misurare gli angoli occorrerà fissare un’unità di 
misura, e costruire uno strumento, 
Immaginiamo che un'asta di un compasso (fig. 155) rimanga 
ferma mentre l’altra ruoti fino a 
tornare a coincidere colla prima; a 
essa avrà descritto un angolo giro. è 
Dividiamo l’angolo giro in 360 
angolini uguali; la cosa vi sem- 
brerà difficile ad effettuarsi, ma 
non è difficile immaginare questa 
divisione. Ciascuno di questi ango- 0 
lini si chiama grado (19) e si assume b 
come unità di misura degli angoli. Fig. 155. 
Dunque: 


1 
1°0=-— di lo giro, 
DI?) angolo giro 


Come per l’unità di misura di lunghezza, cosî anche per 
Punità di misura degli angoli, vi sono î multipli e i sottomultipli. 


MULTIPLI DEL GRADO. 


I multipli del grado sono : 


angolo retto : v= 90° 
angolo piatto : 19 — 1800 
angolo giro : 15 = 3600, 


SOTTOMULIIPLI DEL GRADO. 
Se si divide il grado in 60 parti uguali si ha il primo (1°): 
1 
! = — di grado. 
1 d0 li grado 
Se si divide il primo in 60 parti uguali si ha il secondo (1°): 
7 L di pri i di grad. 
=-— di primo = —— . 
60) Primo = agg SI rado 
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Per sottomultipli minori si usano le misure a base decimale; 
3 
così si dice per es.: l'angolo ABO è di 40” e w di secondo, ecc. 


Viene spontaneo di chiedersi come mai si sia pensato di 
dividere l’angolo giro proprio in 360 parti uguali e perché i 
sottomultipli del grado siano «a base 60 », cioè si debba divi- 
dere il grado in 60 parti uguali, e anche il primo in 60 parti 
uguali. 

Queste misure «a base sessagesimale » sono state introdotte 
in tempi antichissimi (VII-VI secolo a. C.} dai Babilonesi e 
furono ideate partendo da osservazioni astronomiche. Popolo 
contemplativo — i Babilonesi — avevano osservato che le 
costellazioni si spostavano sulla volta celeste e pensavano che 
esse descrivessero delle orbite circolari: dopo un certo periodo 
di tempo una stella riprendeva la stessa posizione nel cielo. 
Questo periodo fu preso come misura del tempo e fu chiamato 
anno j l’alternarsi dei giorni e delle notti suggeri poi di sce- 
gliere come sottomultiplo dell’anno il giorno. Dai loro calcoli 
risultava che in un anno (cioè nel periodo necessario perché 
una stella riprendesse la sua posizione sulla volta celeste) erano 
contenuti circa 360 giorni, Si ritiene che devono essere state 
proprio queste osservazioni di carattere astronomico a dar loro 
l’idea di dividere il cerchio (i’orbita circolare) in 360 parti 
— i gradi —; si pensa poi che il sottomultiplo 60 sia stato sug- 
gerito dal fatto che la più semplice divisione di un cerchio 
in parti uguali è quella in 6, che dà luogo, appunto, ad angoli 
di 60° (360 : 6 = 60}. Questa divisione porta alla costruzione 
dell’esagono regolare, poligono che più di ogni altro ricorre 
nelle decorazioni babilonesi. 

Le misure degli angoli sono dunque strettamente legate 
alle misure del tempo, e il numero 360 occupa un posto privi- 
legiato nella. storia della numerazione. 


4. Il rapportatore. 


È naturale chiedersi come si riesca, in pratica, a individuare 
il numero dei gradi contenuti in un angolo, cioè come si può 
costruire uno strumento per la misura degli angoli. 

Consideriamo un angolo ABC (fig. 156) e tracciamo con 
centro nel vertice B due archi di raggio diverso ; osserviamo 
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che è più lungo l’arco di raggio maggiore, Immaginiamo era 
di dividere l’angolo in tanti angolini uguali (fig. 157); il nu- 
mero delle parti in eui vengono ad essere divisi gli archi è sempre 


A 


Fig. 156. Fig. 157, 


lo stesso, ma ciascu: a parte risulta più grande, e quindi più 
visibile, se il raggio dell’arco è più grande. 

Si è pensato allora, per misurare gli angoli, di considerare 
gii archi e non gli angoli stessi ; 
si è costruîto in materiale qua- s 
lunque (metallo, plastica, ecc.) 
un semicerchio di grandezza 
qualsiasi e si è diviso il suo bor- 
do in 180 parti uguali (fig. 158). È pae 
Questo strumento, di cui ora ST 
descriveremo il modo di utiliz- 
zazione, si chiama rapportatore 0 goniomerro, 


COME SI USA IL RAPPORTATORB 


1) Disporre il centro del rapportatore sul vertice 8 dell’an- 
golo ABC da misurare (fig. 159); 


Va 2) disporre il diametro del 
wo rapportatore lungo un lato del- 
l’angolo, per es. lungo BO; 


CA 
a 3) osservare che sul rappor- 
(A tatore vi sono spesso due scale: 
z a leggere quella che comincia da 
0° {non da 1809); 
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4) prolungare i lati dell'angolo da misurare nel caso che essi 
non siano abbastanza lunghi da arrivare alla graduazione ; 


5) il lato BA taglia il rapportatore, nel nostro caso, nel 
punto ove è seritto 400. 


L’angolo ABC è di 400. 
Altri esempi di misurazione di angoli sono illustrati nel'a 
fig. 160. 


Fie. 180, 


5. Come costruire un angolo di un certo numero di gradi. 


Sia A il vertice dell'angolo da costruire; sulla semiretta 
AB (fig. 161), presa come lato, si vuole costruire un angolo, 
per es. di 500. 


Si disponga al- 

/ lora il centro del 
Va rapportatore in 4 
e la base lungo 


AB; si segni sul 
foglio un punto 
© al 50° grado 
della scala ; si tol- 
ga il rapportatore 


A e si congiunga il 

2 punto € con A, 

o L'angolo CAB ri- 

n è Sulta di 50°, Al 
Vig. 161. trettanto semplice 


28 


è la costruzione di un angolo retto; si può così, facendo uso 
della riga e del rapportatore, cosiruire un triangolo rettangolo e un Ì 
rettangolo, Hi 


Si 


6. Operazioni sulle misure di angoli. 
ADDIZIONE. 


Eseguire la seguente addizione : 
350 4’ 29” + 430 25’ 40", 


Si dispone l'operazione cosi : 


350 4° 297 + 
43° 25’ 407 = 
780 29° 699 
ma: 
i 697 = 60” +9 =1/+49", 
quindi : 


359 4° 29° + 430 25’ 40" = 78° 30’ 9°. 
Verificare l'esattezza della seguente addizione: 
410 60° 40° -{- 320 29’ 50° = 74° 20’ 30°. 
SOTTRAZIONE. 


Verificare l'esattezza della seguente sottrazione: 
180 30’ 8" — 120 26’ 3‘ = 60 4° 6”, 
Per eseguire la sottrazione : 


270 28’ 35" — 250 4’ 38”, 


non potendo togliere da 35’ i 38’, si scrive il primo termine 
al modo seguente : 


27° 28' 35” = 27° 27’ (60° + 354) = 27027’ 95", 
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L'operazione, allora, si trasforma così : 
270 27° 95" — 250 4' 38" = 2023’ 57%. 

MOLTIPLICAZIONE. 

Il triplo di un angolo di 320 4' 12” sarà: 

320 4’ 12° x 3 = 96012‘ 36" = 1° 6012'36"" 

DIVISIONE. 

Un quarto di un angolo giro è di: 

3600 :4 = 900, 


Verificare l'esattezza delle divisioni seguenti : 
280 4'30/:2 = 1402/15"; 
2903/15/:3 = 90415"; 


quest’ultima operazione si dispone cosi: 


290 Sf 15” 13 
g0 = 190” 9° dl’ 5" 
123’ 
18” 
L'operazione : 
530 3° 8": 5 


si dispone così: 


530 3' 8” 5 3 
30 = 180° 109 36‘37” + 5 di secondo. 
183” 
3’ = 180° 
188” 
ge 
e si scrive: 


5303’ 8" :5 = 10° 36'37"” + i. 


0 


". Angoli supplementari e complementari. 


La somma di un angolo di 130° e di uno di 50° è di 1809, 
è un angolo piatto ; due angoli la cui somma è un angolo piatto 
si dicono supplementari. 

L'angolo supplementare di un angolo di 48° 30/8" avrà 
Pampiezza : 
180° — 480 30'8/ = 1790 59° 60” — 489 30’ 8" = 131029’ 52". 

La somma di un angolo di 60° e di uno di 30° è di 909, è 
un angolo retto; due angoli la cui somma è un angolo retto si 
dicono complementari. 


L’angolo complementare di un angolo di 32° 27’ 50” avrà 
l'ampiezza : 


900 — 320 27’ 50" — 899 59' 60% — 320 27’ 50 = 57032’ 10”, 


8. Come costruire un angolo uguale a un angolo dato. 


Dato l'angolo ABC (fig. 162), per costruire un angolo uguale 
a questo è di cui un lato sia FR e il vertice sia 7, si può: 


€ 


A F d r 
Fig. 162. 


a) 0 fare uso del rapportatore, ma la misura è evidente- 
mente inesatta ; 


4) oppure servirsi della riga e del compasso al modo che 
descriviamo : 

I) si traccia un arco DE di centro 8 e raggio BD qualsiasi ; 

8I 


fi — Castelnuovo, @eomecea indultiva. 


II) con centro F e raggio FH = BD si descrive un arco; 


III) si descrive con centro H un arco di raggio uguale alla 
corda DE; questo sega l’arco di centro F nel punto G. 
L'angolo GPH è uguale all’angolo dato ABC. 


9. Come si biseca un angolo. 


Bisecare un angolo ABC significa dividere Vangolo in due 
parti uguali ; la semiretta BS (fig. 163) che divide l’angolo in 
parti uguali si chiama bisettrice. 


A 


Fig. 163. Fig. 164. 


Per costruire la bisettrice di un angolo si può fare uso del 
rapportatore, ma, al solito, la costruzione non è esatta. 

Per eseguire una costruzione esatta si fa uso della riga e 
del compasso ; si procede cosi : 


sia ABO (fig. 164) l'angolo da bisecare ; con centro B e 
raggio qualunque si descriva un arco che intersechi BA in 
D e BC in E. Con Ded E come centri e con lo stesso raggio, mag- 
giore della metà della corda DE, si deserivano due cerchi. 
Se 7 è uno dei loro punti d’intersezione, la semiretta BY è 
la bisettrice dell’angolo ABC. 

Si verifica che ogni punto P della bisettrice è ugualmente 
distante daì lati dell'angolo, cioè che: PH = PK (fig. 165). 
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Dato che con riga e compasso si potrà bisecare un angolo, 
si comprende che con gli stessi strumenti si può dividere un 


angolo in 4, 8, 16..., parti uguali. 


È naturale do- 
mandarsi come si 
procede per triseca- 
re un angolo, cioè 
per dividere un an- 
golo in tre parti 
uguali. Questo pro- 
blema non si può 
in generale risolve- 
re con riga e com- 
passo; occorrono 
degli strumenti più 
complicati, Di uno 
di questi si parlerà 
negli esercizi (cap. 
IV, es. 93). 


10. Le bisettrici di un triangolo. 


Fig. 163. 


Un triangolo ha — come dice la parola — fre angoli ; esso 
avrà quindi tre biseltrici che potremo costruire con riga e com- 


passo. 


Pig. 166. 


Bisettrico di un an- 
golo di un triangolo è 
il segmento che divide 
per metà questo ango- 
lo e ehe è eornpreso 
fra il vertice e il lato 
opposto. 

Osserveremo che le 
tre bisettrici passano 
tutte per lo stesso pun- 
to, che si chiama ineen- 
tro (fig. 166). 


La bisettrice di un angolo di un triangolo non coincide, 
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in generale, né con l'altezza né con la mediana uscenti da 


quel vertice (fig. 167). 


È solo nel caso del triangolo isoscele (e quindi dell’equi- 


latero) che altezza, mediana e bi- 
settrice uscenti dall'angolo al ver- 
tice coincidono (fig. 168). 


Fig. 167. 


A 


VASIMR ESE RE 


Fig. 168, 


(3) 


11. Angoli formati da rette parallele con una trasversale. 


Disegnate due rette parallele s e # (fig. 169) e la perpendico- 
lare r ad esse passante per un punto A. Osservate che si vengono 


A 


a formare 8 an- 
goli, tutti retti. 
Fate adesso 

variare la retta 

r per 4; ad ogni 

s posizione di r 


corrispondono 
degli angoli for- 
mati con le rette 
parallele. 

ti Fissiamo una 


Fie. 189. 


Cri 


posizione di r 
{fig. 170); come 
risultano gli an- 
goli indicati in 
figura con a, e? 

Se pensate 


per es. che la retta s scivoli sulla #, rimanendo sempre paral- 
lela a se stessa, e che la r rimanga fissa, vi accorgerete subito 
che l'angolo a si sovrapporrà all'angolo e, cosi l'angolo d al- 
l’angolo 4, ecc. Gli angoli a ed e sono dunque uguali; si chiamano 
angoli corrispondenti. 


Fig. 170. 


Anche gli angoli d ed f sono uguali fra loro; infatti d è oppo- 
sto al vertice di de quindi uguale a questo, e è è corrispondente di 
fe perciò uguale. 


Gli angoli d ed 
f, c ed e sono a. LA 
dunque uguali ; si 
chiamano angoli da DA 
alterni interni. ‘ 
E ora osser- 
vare la fig. 171; 
essa mette in evi- 
denza che se le _ t 
rette s, t non fos- 
sero parallele, e 
fossero semprein- ‘ 
tersecate con una Fig. 1. 
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trasversale r, nessuna coppia di angoli corrispondenti o alterni 
interni sarebbe uguale. 

Si trova dunque che è una proprietà delle rette parallele 
quella di formare 
con una trasversale 
angoli corrispon- 
denti uguali e ango- 
Vi alterni interni 
uguali, 

Questa proprie- 

Fig. 172. tà ei suggerisce un 

modo per costruire 

la parallela s ad una retta {per un punto A (fig. 172); basterà 
condurre per A una retta r che incontri t (fig. 173), misurare 
uno degli angoli, ad es. e, che questa trasversale forma con t, 


de 


Fig. 173. 


e costruire per A una retta 8 în modo tale che Vangolo e, alterno 
interno di e, risulti uguale ad e. 


Ecco dunque trovato un altro modo per costruire due rette 
parallele (vedi anche cap. I, nn. 9 e 11 di). 


12. Somma degli angoli di un triangolo. 


Come esercizio e per far pratica col rapportatore misurate 
l'ampiezza degli angoli dei triangoli riprodotti in fig. 174. 
Come vedete si tratta di triangoli di forma e di area diverse, 
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È 
Ì 


MERE ATAF RP RISI SEI: AMPGRBI COTTE ETA DZ RE RA 


Vi accorgerete che, pur non potendo avere misure precise 
facendo uso del rapportatore, la somma degli angoli di un trian- 
golo risulta sempre approssimativamente uguale a 1809. 

Ci domandiamo : è un caso, 0 accadrà sempre cosi? 

Non bastano dieci o cento prove positive per asserire che 
una proprietà è sempre vera. Un centinaio di risultati favorevoli 


e ce s« L 
Fig. 174. 


ci dirà che è molto probabile che risulti sempre valida tale 
proprietà, allo stesso modo che — per fare un esempio fuori 
del campo della matematica — se un centinaio di persone af- 
fette dalla malattia XY guariscono a causa di una medicina, 
potremo dire che è molto probabile, ma non è certo, che l’azione 
della stessa medicina in un 101°° caso porti a un risultato 
favorevole. 

Ora, mentre nella medicina la sicurezza assoluta non si 
può avere, la matematica, e quindi anche la geometria, godono 
invece di questo privilegio. 


Vediamo di renderci conto di questa strana proprietà sulla 
somma degli angoli di un triangolo ; scoprirete ora quale è 
la ragione per cui, pur variando a piacere la forma dì un triangolo 
e di conseguenza Vampiezza di ciascun angolo, la somma totale 
delle ampiezze rimane costante e precisamente risulta sempre uguale 
a 1800. 

Ricordiamo che per determinare l’area di nn triangolo 
ci siamo basati sul fatto che esso è sempre la metà di un ret- 
tangolo (cap. II, n. 8); la stessa osservazione ci porta a deter- 
minare la somma degli angoli di un triangolo. 

Facciamo la dimostrazione in due tempi: prima per un 
triangolo rettangolo e poi per un triangolo generico. 
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Consideriamo il triangolo rettangolo ABC (fig. 175); esso 

è la metà del rettangolo ABCD e la somma dei suoi angoli è 
la metà della somma degli angoli del rettangolo. Ma nel ret- 
tangolo la somma degli an- 

b D  goli è di 360°, dato che 


e ciascun angolo è retto. 
' 3 
t Dunque: la somma degli 
h angoli del triangolo rettan- 
: 
' 


golo sarà : 3600:2 = 1800, 
Anche un triangolo ge- 
SH nperico è la metà di un ret- 
e = n < tangolo; il triangolo ABC 
Fig. 175. (fig. 176) è la metà del 
rettangolo DEBC, perché: 
il triangolo rettangolo ABX è la metà del rettangolo AEBH 
e il triangolo rettangolo ACH è la metà del rettangolo ADOR. 
Ora, per quanto abbiamo visto prima, la somma degli 
angoli del triangolo rettangolo ABH è di 1809, e così la somma 
degli angoli del tri- 
angolo rettangolo E 
ACH è di 180°. 
Sembrerebbe per- 
ciò che la somma 
degli angoli del tri- 
angolo 480 dovesse 
risultare uguale a 
1800 +1800 =360%; g& 
ma cl sl accorge su- Fig. 176, 
bito che si verreb- 
bero a considerare anche i due angoli in H, la cui somma è 
di 180°, e che non sono angoli del triangolo ABC. 
Togliendo perciò da 360° l'angolo piatto ? abbiamo 1800. 
Resta cosi dimostrato in generale che : la somma degli an- 
goli di un triangolo qualsiasi è un angolo piatto, cioè è di 1800, 


13. Ancora sulla somma degli angoli di un triangolo. 

Una semplice esperienza — che ciascuno di voi potrà rea- 
lizzare — vi conduce a intuire, in un altro modo, la costanza 
della somma degli angoli di un triangolo. 
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Su una tavoletta, di dimension. scelte a piacere (fig. 177), 
siano piantati due chiodi A e B. Attorno ai chiodi passa un ela- 
stichino, di cui un ramo viene tirato, con uno spago fissato 
nel suo punto di mezzo, in direzione perpendicolare alla 
congiungente i chiodi (che è realizzata dall’altro ramo del- 
l'elastico). 

Si ottengono cosi tanti triangoli isosceli di base fissa AB 
e vertice C variabile. Questi triangoli hanno tutti la stessa base 
mentre l’altezza relativa alla base varia al variare della forza 
con cui si tira l’elastichino. 

È interessante studiare gli an- 
goli di questi triangoli al variare 
dell’altezza. Se si immagina di 
partire dal triangolo più grande 
che si può realizzare sulla tavolet- 
ta e di allentare a poco a poco 
lo spago, l’angolo al vertice È di- 
venta sempre più grande, mentre 
gli angoli alla base e 2 diven. 
tano sempre più piccoli : se dun- 
que due angoli di un triangolo di- 
minuiscono, il terzo aumenta; e 
viceversa, Ciò significa che deve 
esistere una relazione fra i tre 
angoli del triangolo. 

Si riesce a intuire quale sarà 
questa relazione considerando i 
casì «limite », cioè sia il caso in 
cui il punto Cl va a cadere sulla 
base, sia il caso in cui lo stesso Fig. 177. 
punto si allontana indefinitiva- 
mente da questa. Notiamo infatti che a mano a mano che il ver- 
tice € si avvicina alla base gli angoli alla base tendono a zero 
mentre quello al vertice tende a un angolo piatto ; la somma 
degli angoli tende perciò a un angolo piatto. Se invece il vertice 
€ si allontana dalla base — e, col pensiero, distaccandosi ormai 
dall'esperienza materiale, possiamo immaginare che la sua di- 
stanza dalla base aumenti all’infinito — gli angoli alla base 
tendono ad angoli retti mentre quello al vertice tende a zero. 
Anche in tal caso, dunque, la somma degli angoli tende a un an- 
golo piatto. 
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Queste due osservazioni, fatte sui casi «limite », ci conducono 
a prevedere che la relazione che lega gli angoli di un triangolo 
sia espressa numericamente dal fatto che la loro somma deve 
essere di 1809. 


14, Considerazioni sulla somma degli angoli di un trian- 
golo. 


Le dimostrazioni che abbiamo riportato nei numeri prece- 
denti sulla somma degli angoli di un triangolo sono cosî semplici 
e naturali che forse qualcuno di voi può aver pensato : « beh !. 
non è poi una gran scoperta! anch’io, forse da solo, avrei sa- 
puto dimostrare quella proprietà ». 

Si, siamo persuasi di questa vostra abilità nel ragionamen- 
to geometrico, ma riflettete che dare la dimostrazione di un 
teorema quando si sa quale verità si deve raggiungere può 
essere anche facile; la difficoltà sorge quando non si prevede 
quale proprietà valga per una data figura : allora c’è veramente 
un atto d'intuizione, un atto di genio che conduce alla scoperta. 

E, come c'è voluto il genio di Pitagora per arrivare a quella 
strana relazione fra i lati di un triangolo rettangolo, così c’è 
voluta una grande intuizione a prevedere la proprietà degli 
angoli di un triangolo. Pensate : un triangolo scaleno e uno iso- 
scele, uno equilatero e uno rettangolo, tutti i triangoli, qualun- 
que sia la loro forma, hanno a comune questa inaspettata pro- 
prietà ! 

Ma, chi l’ha scoperta? Perché il teorema sulla somma degli 
angoli di un triangolo non è legato al nome di nessun ma- 
tematico? 

Voi capite come sia difficile risalire alle fonti antiche, quando 
queste sono tanto lontane; mancano i dati, soprattutto per- 
ché, spesso, gli antichi scienziati non avevano l’uso di lasciare 
seritti. Cosi non si sa esattamente a chi debba attribuirsi il 
teorema sulla somma degli angoli di un triangolo ; secondo al- 
cuni la scoperta risalirebbe a T'alete di Mileto, vissuto nel 600 
a. C., cioè cirea un secolo prima di Pitagora (di Talete si parlerà 
nel cap. V, n. 8); secondo altri sarebbe invece da attribuirsi 
alla Scuola di Pitagora. 

La prima dimostrazione iu probabilmente quella riportata 
nel testo al n. 12, data la sua estrema semplicità. 
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15. Applicazioni sulla somma degli angoli di un trian- 
golo. 


I. La proprietà trovata sulla somma degli angoli di un triangolo 
permette di determinare l'ampiezza di un angolo di un triangolo 
quando sia data Vampiezza degli altri due. 

Esempio : nel triangolo ABO 


(fig. 178) si ha: A 
Z = 70°, B= 50; 700 
risulterà : 


O = 1800 — (700 + 50°) = 600, 


II. Se due triangoli hanno due 
angoli rispettivamente uguali, an- 
che il terzo angolo dell'uno risulterà 50° 
uguale al terzo angolo dell'altro. 8 e 
Vig. 128. 
Esempio : 


1 triangoli siano ABC, A'B'C0' (fig. 179); essi hanno: 


A A=2'= 800 
DB = B' = 600; 
80° 
É 
80° 
60° 60° 
8 c 8 Cc 
Fig. 178, 
risulterà : 
O = 180°— (800 + 609) — 400 
©' = 1800 — (80° + 600) = 400, 
Quindi : 


0=0. 
III. Un triangolo equilatero ha tutti gli angoli di 60°, 


Esso infatti ha gli angoli uguali, e quindi ciascuno di essi vale: 
1800:3 = 600, 
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IV. Se un triangolo è isoscete e ha l'angolo al vertice di 60°, ha 
anche gli altri due angoli di 60° cd è quindi equilatero. 
Infatti l’ampiezza degli angoli alla base (fig. 180) sarà: 


A 
i 


Fig. 180. 


1800 — 60° = 1209; 


ma essi sono uguali, perché il tri- 
angolo è isoscele, e quindi ciascu- 
no di essi vale: 


1200:2 == 600, 


Il triangolo è quindi equila- 
tero. 


V. L’osservazione precedente 
permette di rendersi conto del 
perché él lato dell’esagono regola- 
re è lungo come il raggio del cer- 
chio circoscritto ull’esagono stesso. 


Se ricordate, già nel cap. I, n. 12 ci siamo valsi di questa proprietà, 
senza dimostrarla, per disegnare l’esagono regolare. 

Adesso possiamo dimostrarla. ABCDEY (fig. 181) è un esagono 
regolare, 0 il centro del cerchio; vogliamo far vedere che: 


lato AB = raggio 04. 


Il triangolo AOB è isoscele 
(OA = OB perché raggi) e l’an- 
golo AB = 60°, dato che tutto 
l’angolo giro in 0 è stato diviso 
in 6 angoli uguali: 


360° :6 = 600, 


Quindi anche gli angoli alla 
base Î e È del triangolo AOR 
risultano di 60° e il triangolo 
A0B è equilatero, 

Seilraggio è lungo r, il perime- 
tro dell’esagono sarà dunque Gr. 


Ero 


\Z 
OG 


Fig. 181, 


16. Somma degli angoli interni di un poligono. 


Tenete presente che ci limitiamo a considerare solo poligoni 


convessi (cap. I, n. 12). 


Mi accorgo dalla costruzione che se di un quadrilatero 


9? 


assegno tre angoli resta determinata anche l'ampiezza del 
4° angolo. Se nel quadrilatero ABCD (fig. 182) Z, È, © sono 
assegnati, Î resta determinato. 


Vuol dire che 
c'è una relazione che 
lega la somma degli 
angoli di un qua- 
drilatero. 

Cosi, basterà 
assegnare l’ampiez- 
za di quattro an- 
goli di un penta- 
gono perché resti 
determinato anche 
il 5°. 

In generale, si 
riesce a determi. 
nare, per ogni po- 


eli 


penti 


\_/ 


Pie. 482. 


ligono di un certo numero di lati, la somma delle ampiezze 


dei suoi angoli. 
Vediamo come: 
dividere (fig. 183): 


conducendo le diagonali si può sempre 


un quadrilatero in 2 triangoli, 


» pentagono 
» esagono 


»3 » 
o 4 » 


Fig. 184. 


e voi continuerete dicendo : 


un poligono di 10 lati in 8 triangoli, 


» » » 100 » » 98 » 


» » » 


Ù 


n» d» neù » °°. 
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Siccome la somma degli angoli di un triangolo è di 1809, 
se ne deduce che: la somma degli angoli interni di un po- 
ligono sì ottiene moltiplicando 180° per il numero dei lati di- 
minuito di 2. 

Esempio : 

In un pentagono ABODE sia: 

A = 1009, B= 809,0 = 600, D= 700; 
stabilire l'ampiezza dell’angolo È. 
La somma degli angoli di un pentagono è uguale a: 
1800 x 3 = 5400, 


Risulterà quindi: 
Î = 540° — (100° + 800 + 1600 + 700) = 1300, 


17. Somma degli angoli esterni di un poligono. 


Abbiamo visto come all'aumentare del numero dei lati di 
un poligono aumenti anche la somma degli angoli interni. 

Ciò che non varia invece all'aumentare del numero dei lati 
di un poligono è la somma degli angoli esterni. 

Angolo esterno in A di un triangolo ABC (fig. 184) è V’angolo 


Aj 


Fig. 184. 


formato dal lato AB del triangolo e dal prolungamento del lato CA 
{o — ciò che è lo stesso perché gli angoli opposti al vertice sono 
uguali — dal lato AC e dal prolungamento del lato BA). 


9” 


Noi considereremo per ogni vertice un solo angolo esterno. 

Un triangolo ha 3 angoli esterni (fig. 185); un pentagono 
ha 3 angoli esterni (fig. 186); un decagono ha 10 angoli esterni 
iîig. 187). 


x 


A 


Pig. 185. 


Osservando le figure 185, 186, 187, noterete che all'aumentare 
del numero dei lati del poligono aumenta — è vero — il numero 
degli angoli esterni, ma diminuisce la loro ampiezza. 


Fig. 186, 


La somma delle ampiezze degli angoli esterni risulta sem- 
pre uguale a 3600; volete vedere perché? 
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E semplicissimo ; 


immaginiamo di far scorrere una matita lungo il contorno 
del poligono ABCDE (fig. 188) a partire da 4; la punta della 


Dunque: 


matita sia diretta co- 
me in figura. 

Essa dovrà deseri- 
vere l’angolo esterno 
Z e portarsi lungo il 
lato 4B; arrivata in B 
dovrà descrivere l’an- 
golo esterno B e por- 
tarsi lungo BO, e così 
via. Essa descriverà 
tutti gli angoli esterni 
e finalmente tornerà 
in A nella posizione di 
partenza, dupo aver de- 
scritto un angolo giro, 
cioè un angolo di 3600, 


la somma degli angoli esterni di un poligono è di 360°, 


è un angolo giro. 


Se volete di- 
vertirvi, tracciate 
sul pavimento o 
sul terreno un po- 
ligono qualunque 
e percorretene il 
contorno. Vi ac- 
corgerete che tor- 
nate al punto di 
partenza dopo 
aver descritto un 
giro completo, 
qualunque sia il 
numero dei lati 
del poligono. 
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18. Poligoni uguali. I Criteri d’uguaglianza dei triangoli. 


Dopo aver studiato gli angoli, le loro proprietà e le loro 
misure, riprendiamo #1 problema dell'uguaglianza che ci eravamo 
posti all’inizio del capitolo : come costruire un poligono uguale 
a una dato. è 

Questo problema equivale all’altro : come verificare l’ugua- 
glianza di due poligoni. 

Abbiamo detto che due poligoni sono uguali se sono sovrappo- 
nibili col movimento, cioè se tutti gli elementi dell'uno (lati e an- 
golî) sono uguali ai corrispondenti elementi dell’altro. I due poli- 
goni ABCDE, A'B'C'D'E' della fig. 189 sono uguali se: 


A 


Fig. 189. 


AB = A'B',BC = B'C',CD= 0'D',DE = D'E',EA = B'A'; 


e se: 


T=23,B=B,0=0,D=D,î=P. 


Ci si domanda se, per poter affermare che due poligoni sono 
uguali, sia necessario verificare tutte queste condizioni, o se ne 
bastino solamente alcune. 

Noi studieremo la questione a proposito dei poligoni più 
semplici, cioè dei triangoli. 

I Criteri d’uguaglianea dei triangoli indicano le condizioni 
essenziali per poter affermare che due triangoli sono uguali, 
0 — ciò che è lo stesso — per poter costruire un triangolo a 
partire da alcuni elementi. 
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7. — Castelnuovo, Geometria intuitiva. 


T° CRITERIO D’UGUAGLIANZA. 


Consideriamo due segmenti AB, BC aventi l'estremo co- 


A 
B € 
Fig. 190. 
A 
È) c 


Fig. 


può costruire un triangolo se si 
danno le lunghezze di due lati 
e lampiezza dell’angolo da essi 
compreso; 0, ciò che è lo 
stesso: Se due triangoli han- 
no due lati e l'angolo com- 
preso uguali essi sono uguali 
(fig. 193). 


mune B (fig. 190); essi posso- 
no formare un angolo variabile 
(fig. 191). Ma si osserva che se 
si fissa l’ampiezza dell’angolo 
resta anche fissata la lunghezza 
della congiungente gli estremi 
liberi dei segmenti; resta cioè 
fissato il triangolo ABC (fig.192). 
Possiamo dunque dire che: si 


8 
191. 


n 


t.) 
n 


Fig. 192, 


| 
| 
| 
| 


II° CRITERIO D’UGUAGLIANZA. 


Sia dato un segmento BO (fig. 194) ; su questo si vuole co- 
struire un triangolo. Evidentemente ci sono infiniti triangoli 
che hanno un lato lungo come BC; ma, vi rendete subito conto 
che, se si assegnano le ampiezze degli angoli che il triangolo 
deve avere in B e in C, vengono fissate le direzioni degli altri 
due lati, e, di conseguenza, resta determinato il loro punto 


d’incontro (fig. 195). 
av 


8 c 
Fig. 194. Fig. 195, 


Si può dunque costruire un triangolo se si dà la lunghezza di un 
lato BC e l'ampiezza degli angoli Be0; ossia: Se due triangoli han- 
no due angoli e il lato comune uguali essi sono uguali! (fig, 196). 


Paga: 


<A 196, 


III° CRITERIO D'UGUAGLIANZA. 


Se dal punto di vista pratico è possibile, si preferisce mi- 
surare i lati del triangolo anziché gli angoli. Abbiamo già visto 
(cap. I, n. 6) come, utilizzando riga e compasso, sia possibile co- 


1 Dato che sappiamo che la somma degli angoli di un triangolo è sem- 
pre di 180°, è chiaro che si può anche affermare che due triangoli sono 
uguali se hanno due angoli e un lato qualunque ordinatamente uguali. 
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struire un triangolo avente i lati di lunghezza assegnata, cioè come 
sì possa costruire un triangolo uguale a uno dato conoscendo solo 
la misura dei tre lati; qui, per comodità dell’allievo, ripetiamo 
la costruzione. 

Dato il triangolo ABC (fig. 197) costruiamo un segmento 
B'C' = BC; poi costruiamo un cerchio di centro B' e raggio 


A TE 


È) ° 8 e 


Fig. 197. 


uguale a BA e un altro cerchio di centro C' e raggio uguale 
a CA. 

Se A’ è uno dei punti d'incontro di queste circonferenze, 
il triangolo A4’‘B’C’ è uguale al triangolo ABO. 

Dunque: 


Se due triangoli hanno i lati corrispondenti uguali essi sono 
uguali. 


Si conclude che per costruire un triangolo uguale a uno 
dato basta basarsi su uno dei tre casì seguenti : 


1) misurare due lati e l’angolo compreso ; 
2) misurare due angoli e il lato comune ; 
3) misurare i tre lati. 


Ci domandiamo : se due triangoli hanno gli angoli corri- 
spondenti uguali, si può dire che sono uguali ? 

Osservando la figura 198 

o riflettendo sull’Applicazio- 

ne Ila del n. 15, rispondiamo 

subito che due triangoli posso- 

no avere gli angoli uguali ma 

nonessere uguali, Hanno la stes- 

sa forma; si dicono simili. Di 

ine. 198, essi si parlerà nel cap. V. 
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CAPITOLO QUINTO 


LA SIMILITUDINE 


1. Figure che hanno la stessa forma. 


Ritorniamo al nostro problema della determinazione della 
area dei campi ; ricordate? 

Avevamo detto: se il campo poligonale racchiude degli 
ostacoli, si potrebbe tracciare in una vieima spianata un campo 
uguale al dato ed eseguire su questo tutte le misure. 

Ma si può obiettare che in generale non è facile trovare 
nelle vicinanze di un campo una spianata libera da ostacoli, 
e che in ogni modo non è mai semplice eseguire delle misure 
direttamente se îl terreno è di grande estensione. 

D'altra parte tutti avranno notato come per avere un'idea 
più esatta della forma e dell’estensione di un campo, con- 
venga osservarlo da una posizione sopraelevata : dalla finestra 
di una casa, dalla cima di un colle, da un aeroplano, quando è 
possibile, 

In tal modo noi vediamo il campo sempre più rimpiccolito, 
a mano a mano che ci alziamo, ma la sua forma rimane sempre la 
stessa e con un semplice sguardo riusciamo ad abbracciarlo tutto. 

Come si diceva nel cap. II, n. 1, e come spesso si ripete, 
una veduta aerea ci dà veramente l’impressione di viaggiare 
su una carta geografica. 

Nasce allora spontanea un'idea: costruire la pianta del 
campo, cioè disegnare su un foglio di cartia un poligono avente 
la stessa forma del terreno dato (poligono simile al dato), ma, 
naturalmente, molto più piccolo ; misurare sulla carta le varie 
distanze e poi riportarle alle misure reali, 
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O, più semplicemente, eseguire una fotografia aerea del campo. 

Ma per ora ci siamo espressi in termini assai vaghi; prima 
di precisare cominciamo da qualche esempio. 

Ci si accorge, girando per una città, che esistono mille 
oggetti che hanno la stessa forma ma non la stessa estensione. 

Nella vetrina del negozio di giocattoli fa bella mostra una 
serie di automobiline, tutte della stessa forma ma una più pic- 
cola dell’altra; ciascuna di esse è la copia rimpiccolita di quel 
dato tipo di automobile che vediamo per le strade. 

Un'altra vetrina ci mostra una serie di bicchieri, tutti 
uguali come forma, ma uno più piccolo dell’altro. 

Il fotografo ci fa vedere come di una stessa fotografia abbia 
eseguito successivi ingrandimenti senza alterare la forma. 

E avrete certo anche osservato, studiando la geografia, 
che la forma di un paese, per es. dell’Italia, non cambia, in 
qualunque scala sia riprodotta. 

Eceo tanti esempi, tratti dalla vita di ogni giorno, di figure 
aventi la stessa forma ma diversa grandezza. 

Queste figure si chiamano simili, 


2. Triangoli e poligoni simili. 


Per arrivare a una maggiore precisazione esaminiamo due 
carte geografiche della 
stessa regione in scale 

F + diverse, peres. due carte 

dell’Italia, e fissiamo 

l’attenzione su ire città: 

Roma, Firenze, Ancona 
(fig. 199). 

Indichiamole con R, 

P, A nella prima carta 

e con R', F', A', nella 

seconda. 

s cia I triangoli RPA, 

R'F'A' hanno la stessa forma, sono triangoli simili, 

Se ne misurate angoli e lati risulta : 

R=4700 R=470  RF=-46 cm RP=230m 

P = 60° P' — 600 FA =3,6 em P'A'=1,8 cm 

Z= 730 2' = 730 AR=4,2 cm A'R'=2,1 cm 


Li TS 
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limi 


i 
! 


Si scopre cosî che i due triangoli RFA, R'F"4', che sulla 
carta geografica apparivano avere la stessa forma, hanno 
uguali gli angoli corrispondenti e ciascun lato del primo è dop- 
pio del corrispondente lato del secondo, cioè hanno lati corri- 
spondenti in proporzione. 

Eeco come questa parola vaga, la «similitudine », si trasforma 
in termini precisi, matematici. 

Si pone la definizione : 

Due triangoli si dicono simili se hanno angoli corrispon- 
denti uguali e lati corrispondenti in proporzione. 


Nel caso numerico, di cui abbiamo parlato ora, il rapporto 
fra un lato del primo triangolo e il corrispondente lato del se- 
condo è 2; si dice che il rapporto di similitudine è 2. Se, invece, 
si considera come primo triangolo il più piccolo si dirà che il 


1 
rapporto di similitudine è 3° 


Lo stesso accade per i poligoni simili di un numero qua- 
lunque di lati. 

Riprendiamo due carte dell’Italia ; fissiamo ora l’attenzione 
su 5 città, per es: Torino, Genova, Bologna, Verona, Milano. 

Osservate i due pentagoni qui riprodotti (fig. 200) ed ese- 
guite le misure degli angoli e dei lati corrispondenti. 


DI 
n Y 


Fig, 200, 


Arriverete anche qui a stabilire che essi hanno angoli cor- 
rispondenti uguali e lati corrispondenti in proporzione. 


Due poligoni si dicono simili se hanno angoli corrispondenti 
uguali e lati corrispondenti in proporzione. 


Non ci sarebbe bisogno di eseguire nessuna misura se i 
poligoni fossero regolari. Due poligoni regolari dello stesso nu- 
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mero di lati sono sempre simili : essi hanno infatti tutti gli 
angoli uguali e i lati corrispondenti in proporzione. 


3. Un modo semplice per vedere se due triangoli sono 
simili. 


Per vedere se due triangoli sono simili non occorre misurare 
tutti gli angoli e tutti i lati : basta che due triangoli abbiano gli angoli 
corrispondenti uguali per poter dire che anche i lati corrispondenti 
sono in proporzione e che quindi i triangoli sono simili. 

Volete vedere perché? 

ABC (fig. 201) è un 
triangolo generico e JM è 
il punto medio di AC. 
Conducendo da HM ia pa- 
rallela a BO otteniamo il 
triangolo ADM che ha 
gli angoli rispettivamente 
uguali a quelli di ABO; 
infatti: è comune, 
D=B e î=0@ perché 
corrispondenti rispetto 
alle due parallele DM, 
BC, intersecate dalle tra- 
sversali AB e AC. 

Gli angoli sono dunque uguali. Ora vedrete che i lati corrispon- 
denti sono in proporzione; siccome: 


Fig. 201, 


1 
AM=- 40, A 


basterà far vedere che 
anche : 


1 
D= 3A 
A Z B 


DM = 50. 


Se da M (fig. 202) con- 
duciamo la parallela MH 
ad AB, otteniamo il pa- 
rallelogramma DMHAR e il triangolo MHC; questo è uguale 
al triangolo ADM perché AM=M0 e À=Hfîl0, AÙND=Ò, 
come angoli corrispondenti, 


Fig. 202. 


104 


Sinai 


tI 


Quindi : 


1) AD= MH= DB, e perciò: 


2) DM = HO = BH, e perciò: 


AD== AB; 


DM =B0 


Tutti i lati del triangolo piccolo ADM sono dunque la metà dei lati 


corrispondenti del trian- 
golo grande 4BC, e i trian- 
goli sono dunque simili. 

Provate voi a far ve- 
dere che i triangoli ABC, 
ADM (fig. 203) sono si- 
mili se M dista da 4 
di + di AC. 

Basatevi sulla costru- 
zione fatta in figura e 
dimostrate che tutti i lati 
del triangolo ADM sono 
la terza parte dei corri- 
spondenti lati del trian- 
golo ABC. 


# 
, 
1 

L 


Fig. 208. 


Da ora in poi, allora, per vedere se due triangoli sono simili basta 


che ne misuriate gli 
angoli. 

Non basta in- 
vece misurare gli 
angoli nel caso dei 
poligoni. Riflettete: 
un quadrato e un 
rettangolo, pur 
avendo gli angoli 


Fig. 204, 


4, Applicazioni. 


uguali, non sono si- 
mili (fig. 204). 


I. Il fatto che basta che due triangoli abbiano gli angoli uguali 
perché siano simili ci permette di calcolare facilmente, in modo in- 
diretto, l’altezza di un albero, o di un edificio, o di un picco. 
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Ecco come: 


AB è un albero e BC la sua ombra a una certa ora del giorno 
(fig. 205); vogliamo calcolare l’altezza dell'albero. Consideriamo al- 
lora nelle vicinanze dell'albero un bastone A’B’, di cui è facile mi- 
surare Ja lunghezza ; esso avrà l’ombra B'0°, 
Ad una certa ora del giorno i raggi del sole avranno una deter- 
minata inclinazione: AO e A4‘0’ saranno ugualmente inclinati ri- 
spetto alle orizzontali BO e B'0’; quindi gli 
angoli dei triangoli rettangoli ABC, 4'B'0" 
sono rispettivamente uguali e i triangoli 
sono simili. 
Varrà allora la proporzione: 


albero : sua ombra = bastone : sua ombra, 
cioè: 


AB: BC = A'B' : B'C' 


di DI Se, per es.: 
+% x 
; x BO = m 2,50, 
\ x A4'B'=m 1,60, 
n x B'0° =m 0,80, 
IC 8 © avremo: 
Fig. 205. 
AB : 2,50 = 1,60: 0,80, 
da ui: 
2,50 - 1,60 
Bam di = È 
A m 0,80 5. 


L’albero è alto m 5. 


Usando questo metodo si dice che T'alete di Mileto (600 a. C.) 
calcolasse l’altezza delle piramidi d’Egitto (vedi n. 8 ed esercizio 
n. 8), di cui potete vedere la riproduzione nella tav. XIV. 


II. Devo andare da Roma a Bracciano in bicicletta; quanti km 
devo percorrere? 

Ho una carta del Lazio in cui è scritto : scala 1 : 1.250.000 ; che 
cosa vuol dire? 

Significa che ad 1 cm sulla carta corrispondono 1.250.000 em, cioè 
12,5 km reali. 

Nella carta del Lazio che ho sotto gli occhi trovo che la distanza 
Roma-Bracciano lungo la strada automobilistica è di cm 3,2. 
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L'effettiva distanza Roma- Bracciano sarà dunque di 
km (3,2 12,5) = km 40, 


II. Ho una carta dell’Italia Settentrionale su cui è scritto: 
scala 1:3.000.000. Essa fa perciò corrispondere 1 cm a cm 3.000.000, 
ossia a km 30. 

La distanza Bologna-Vertona (via aerea) è in questa carta di 
cm 3,5. La distanza effettiva sarà di km (3,5 - 30) = km 105. 

Ho a disposizione un orario ferreviario; voglio controllare que- 
sta misura. Trovo che lungo la via îerrata la distanza fra queste 
due città è di km 122; la differenza dipende dal fatto che la via 
aerea (rettilinea) è sempre più breve della linea ferrata. 


5. Pianta di un campo poligonale. 


Vediamo come le considerazioni fatte sulle carte geogra- 
fiche ci siano di aiuto per costruire la pianta di un campo po- 
ligonale. 

Prima di tutto misureremo i lati del terreno poligonale 
e gli angoli (è chiaro che basterà misurare l’ampiezza di tutti 
gli angoli meno uno ; quest’ultima resta determinata conoscendo 
la somma degli angoli di un poligono). 

Si stabilirà poi il rapporto di similitudine ; se per es. fis- 


siamo tale rapporto uguale a dà , vorrà dire che ad ogni lato 
del poligono reale corrisponderà un lato del poligono pianta di 
lunghezza uguale a a del reale, cioò a 1 metro corrisponderà 
1 em. L'ampiezza degli angoli, essendo i poligoni simili, viene 
mantenuta. 

Esempio : 


Se per es. il campo poligonale è un pentagono A4'B'C°D'F, 
i cui lati sono: 


A4°B'=m 33, BO =m1,6, OD =m 3,1, 
DE =Mm25, E A'=m 29 


ei cui angoli sono: 
2 =850, 2 =1139, © =128,  ÎD=900, 
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sì costruirà un pentagono ABCDE (fig. 206) in cui gli an- 
goli hanno la stessa ampiezza dei corrispondenti e i lati 
sono lunghi: 


Fig. 206. 


AB = cm 3,3, BC =cm 16, CD = em 3,1, 
DE = em 2,5, EA=€m 2,9. 


6. Rapporto fra le areo corrispondenti di due poligoni 
simili. 


Eseguita la pianta, si pone il problema fondamentale : come 
si risale dall’area del poligono pianta (facilmente calcolabile) 
all'area del poligono reale ? 

Cioè : 

Come stanno fra loro le arce di due poligoni simili ? 

Per arrivare a questa scoperta conviene partire da un caso 
semplice di poligoni simili: da due quadrati. 

Abbiamo già osservato (cap. II, n. 5) che se dimezziamo 
il lato di un quadrato la sua area non diventa la metà, 

1 


4 
1 
porto di similitudine è uguale a 5; il rapporto delle aree è 


ma si riduce a 


(fig. 207); ciò vuol dire che: se il rap- 


ruale a z 
ugu ==; 
i 4 
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JE 1 
Se il rapporio di similitudine è = (riduciomo il lato a 3) 


il rapporto delle aree diviene ra (vedi fig. 208). 


Cioè, per i quadrati, 
vediamo intanto che: 
le aree di due quadrati 
stanno fra loro come i 
quadrati di lati  corrì- 
spondenti. 

E, dopo i quadrati, 
vien voglia di esaminare 
il caso dei rettangoli; Fig: 301. 


Fig. 208. 


ma badiamo : due rettangolî non sono sempre simili. 
La loro forma può variare : pensate per es. al lungo corri- 


i 


Pig. 209. 


MM 


Fig. 210. 


doio della scuola e 
alla vostra aula: 
entrambi sono ret- 
tangoli ma non 
hanno la stessa for- 
ma (fig. 209). 

Noi fissiamo 
l’attenzione su due 
rettangoli simili 
(fig. 210). 

Ciò vuol dire 
che, se per es. la 
base del secondo 
rettangolo è la 
metà della base del 


primo, anche l'altezza del secondo sarà la metà dell’altezza 


del primo. 

Nel primo rettangolo saranno 
perciò contenuti 4 rettangoli uguali 
al secondo (fig. 211). 

Dunque anche per i rettangoli si 
ha che: le aree di due rettangoli si- 
mili stanno fra loro come î quadrati di 
lati corrispondenti, 


Fig. 21. 


Si comprende chela stessa proprietà sarà valida anche per i trian- 
goli simili perché un triangolo è sempre la metà di un rettangolo. 
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Ma sappiamo anche che un poligono può sempre dividersi 
in tanti triangoli e allora si capisce come la proprietà ® valga 
anche per due poligoni simili di un numero qualunque di lati : 


le aree di due poligoni simili stanno fra loro come i qua- 
drati di due lati corrispondenti. 


7. Applicazioni. 


I. Se torniamo allora alla pianta del campo riprodotta in fig. 
206, dopo aver determinato l’area del poligono eseguendo le misure 
sul foglio, sarà facile avere la misura reale dell’area. 

Se per es. l’area del poligono pianta risulta: 


A=em? 8, 
otterremo subito Parea A’ dei campo reale moltiplicando em? 18 
non per 100 {inverso del rapporto di similitudine), ma per 100° = 


= 16.000, 
Avremo dunque: 


A4' = cm? (18 - 10.000) — em* 180.000 = m° 18. 

IT. Se si conoscono le lunghezze (cm 12 e cm 15) di due lati corri- 
spondenti di due poligoni simili e se l’area del primo è di cm? 40, 
per determinare l’area x del secondo basterà risolvere Ia proporzione : 

w:40 = 15:12?, 
da eni: 
n= 62,50. 

L'area del secondo poligono risulta di cm? 62,50. 

MI. Se seno date le aree di due poligoni simili (cm? 36 e em? 81) 
e la lunghezza di un lato del secondo (em 15), ia lunghezza del cor- 
rispondente lato del primo poligono si otterrà risolvendo la pro- 
porzione : 

36:81 = 2°:15°, 
da cui: 
e=10. 


1 Tale proprietà può essere dimostrata rigorosamente. 
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8. Talete di Mileto. 


Al n. 4 (Applicazione I2) abbiamo detto che a T'alete di Mileto 
si attribuisce il merito d’aver misurato altezza delle piramidi 
d’Egitto in modo indiretto, col calcolo delle ombre. 

Se pensate quale difficoltà dovesse presentare nel 600 a. C. 
il calcolo diretto dell’altezza di una piramide (ancora non si 
conosceva il Teorema di Pitagora — vedi cap. III, es. 74 —), 
e come facilmente il metodo delle ombre conduce al risultato, 
vi rendete conto quale impressione suscitasse questa scoperta 
fra i suoi contemporanei. Plutarco, storico greco del I secolo 
d. C., così ricorda la scoperta di Talete in una delle sue opere : 
«Io soprattutto vi ammiro perché, ponendo la vostra mazza 
all’esiremità dell'ombra di una piramide, formaste coi raggi 
del sole due triangoli, e dimostraste che Paltezza della pira- 
mide sta alla lunghezza della mazza come l’ombra della pira- 
mide all'ombra della mazza ». 

Il metodo era veramente cosi semplice, ma anche cosî 
geniale ! Esso può prendersi come punto di partenza della teoria 
della similitudine. 

Ma, ora che abbiamo parlato di una scoperta di Talete, 
vien voglia di sapere qualcosa anche della sua vita. Talete 
era nato a Mileto, città greca dell'Asia Minore, intorno al 
625 a. C.; la città era in quel tempo un centro agricolo im- 
portante e una delle colonie della Grecia che più si distingue- 
vano per i commerci e le industrie. Oggi Mileto è una piccola 
cittadina della Turchia; del suo antico splendore rimane solo 
traccia nelle rovine di imponenti costruzioni messe in luce in 
seguito a recenti scavi. E dagli scavi è risultato anche che la 
città era un tempo costruita in modo geometrico, tipo scacchiera ; 
i easeggiati erano tutti estremamente regolari e le strade si 
tagliavano ad angolo retto, proprio come nelle moderne città 
americane, 

Vivendo in questo centro in piena fioritura economica, 
era naturale che Talete si dedicasse ai commerci ; ed è appunto 
per questo che si recò ancor giovane in Egitto. Ivi apprese 
le prime cognizioni geometriche, che rielaborò con la sua in- 
telligenza capace di afferrare tanto problemi pratici che que- 
stioni astratte, e che diffuse nel mondo greco. 

Poco, del resto, si sa di Talete; già al tempo di Pitagora 
la sua figura era avvolta nella leggenda e di lui si ricordavano 
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soprattutto alcuni aneddoti che ne mettono in rilievo da una 
parte abilità commerciale e dall'altra la genialità e le caratte- 
ristiche di una mente speculativa. 

Platone (IV sec. a. 0.) riporta nel dialogo eeteto un 
aneddoto ironico intorno a Talete : «... si racconta di Talete 
che, mentre stava mirando le stelle e aveva gli occhi in su, 
cadde in un pozzo, e allora una sua servetta di Tracia, spiri- 
tosa e graziosa, lo canzonò dicendogli che le cose del cielo si 
dava gran pena di conoscerle, ma quelle che aveva davanti e 
tra i piedi non le vedeva affatto ». 

Le scoperte matematiche e astronomiche, le indagini sui 
fenomeni naturali e sulla materia primitiva di cui sono costi- 
tuite le cose, hanno fatto annoverare Talete fra quelle perso- 
nalità un po’ leggendarie, che sono i sette sapienti della Grecia. 

Negli esercizi nn. 108 e 109 del cap. IV sono trattate delle 
applicazioni pratiche che si attribuiscono a Talete. 
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CAPITOLO SESTO 


IL CERUHIO 


1. Figure piane con lati curvilinei. 


Finora abbiamo considerato il caso in cui l’appezzamento 
di terreno di cui si deve misurare l’estensione ha la forma 
di poligono a lati rettilinei; ma spesso accade che il campo 
ha per contorno sia linee rette che curvilinee *. 

Esaminate per es. la 
figura 212. In questo 
quadrilatero ABODE 
tre lati sono rettilinei e 
uno è curvilineo. Per 
calcolarne l’area si è 
condotti a sostituire alla 
linea ABC il segmento 
AC, ea considerare per- 
ciò invece del quadrila- 
tero mistilineo dato il 
quadrilatero rettilineo 
ACDE. 

Ma, in molti casi, questa sostituzione di segmenti a linee 
curve non si può fare o, per lo meno, porta a costruzioni non 
pratiche. 

Immaginate per es. di dover calcolare l’area del quadrila- 
tero ABCD (fig. 213) limitato dagli archi di cerchio 48, BO, 


Fig. 212. 


1 Vedi cap. II, es. 82-86, 
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€ A F CD, DA, aventiciascuno per centro 
un vertice del quadrato EFGH. 

È chiaro che in tal caso si 
avrebbe una valutazione esatta 
dell’area del quadrilatero curvi. 
Do 8 lineo se si sapesse calcolare l’area 
del cerchio : infatti ciascun settore 
AFB, BGC,... è la quarta parte di 
un cerchio. 

Anche la figura 214 ci mo- 
H c 6 stra come la conoscenza della 

Fig. 213. regola per determinare l’area del 
cerchio darebbe la possibilità di 
calcolare semplicemente le varie aree tratteggiate. 

E, che questi problemi si presentino spesso ci appare chiaro 
se si pensa che la maggior parte dei lavori ornamentali in ar- 


chitettura, in pittura, in oreficeria ha come motivo fonda- 
mentale il cerchio o una sua parte. 

Osservate per es. il pavimento di S. Giovanni in Laterano 
2 Roma (tav. III) e la forma a semicerchio del Ponte Nomentano, 
opera dei Romani (tav. IX). 
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2. Cerchio. 


Voi sapete benissimo che un cerchio si disegna facendo 
uso del compasso, 0, nelle operazioni sul terreno, di una corda 
di cui una estremità sia tenuta fissa, 

Tutti i punti della linea cosi descritta sono ugualmente 
distanti da un punto, che è il centro del cerchio. 

Pif precisamente, la linea si chiama circonferenza, mentre 
si dà il nome di cerchio a tutta la figura 
formata dai punti che si trovano sulla cir- 
conferenza e dai punti interni a questa. 


Circonferenza di centro O e raggio r è la 
linea costituita da tutti i punti del piano che 
hanno da O distanza uguale ad r (fig. 215). 


Nel linguaggio moderno si usa spesso 
la parola cerchio anche per intendere cir- Fig. 215. 
conferenza. 


3. Lunghezza della circonferenza. 


Prima di calcolare l’area del cerchio osserviamo che essa deve 
essere legata alla lunghezza della circonferenza : è infatti evidente 
che l’area racchiusa sarà tanto più grande quanto più lunga 
sarà la circonferenza (fig. 216). 
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Fig. 216. 


Del resto, avere una formola che permetta di determinare la lun- 
ghezza di una circonferenza è di per sé interessante ; riflettete in- 
fatti sugli esempi che seguono. 
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1) Un cerchio rotola lungo una terrazza ; esso percorre m 12. 
Sapendo che il raggio del cerchio è di cm 50, posso stabilire quanti 
giri ha fatto il cerchio? 

Bisognerebbe sapere quante volte un filo disposto lungo la cir. 
conferenza è contenuto nel tragitto di m 12. 

Se poi un cerchietto di raggio em 25 percorre lo stesso tragitto, 
esso compirà evidentemente un numero maggiore di giri. Dovrò 
ancora disporre un filo lungo la circonferenza e vedere quante volte 
è contenuto in m 12. 


2) Un contagiri è applicato alle ruote di una bicieletta; il 
raggio di ogni ruota è di cm 52. Se il contagiri indica che la ruota 
ha compiuto 1200 giri, si può stabilire quanti km sono stati percorsi? 

Bisognerebbe disporre lungo la ruota un filo, e, dopo averne 
misurato la lunghezza, moltiplicare questa per 1200, 


3) Un rotolo di fil di ferro ha il raggio di cm 20 ed è formato 

da 100 spire; che lunghezza ha tutto il fil di ferro? 
Da questi esempi vedete come sarebbe utile un metodo che per- 
mettesse, data la lunghezza del raggio, di determinare quella della 
circonferenza, senza doverne eseguire ogni volta la misura diretta. 


Il metodo per calcolare la lunghezza della circonferenza 
dato il raggio ci viene suggerito dalla seguente osservazione : 
Due cerchi hanno sempre 

. la stessa forma; due cerchi sono 


; L simili. 
Ù Allora, se il raggio r del 
Ù È) l’ano (fig. 217) è per es. dop- 


pio del raggio 7’ dell'altro, è 
intuitivo che anche la lun- 
ghezza 1 della prima circon- 
ferenza sarà doppia della lun- 
ghezza 1’ della seconda. Abbiamo dunque che : 


Fig. 217. 


bl 
pel 


0, ciò che è lo stesso: 


cioè: 


la lunghezza di una circonferenza sta al proprio raggio 
come la lunghezza di un’altra circonferenza sta al proprio raggio. 
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ret 


data 


O anche; 
1 4 
a) = ri 


la lunghezza di una circonferenza sta al proprio diametro come 
la lunghezza di un'altra circonferenza sta al proprio diametro. 

Vediamo di capire bene che significato ha la relazione (1); 
immaginiamo di disporre un filo lungo la prima e ia seconda 
circonferenza e poi di distendere questi fili. Avremo le due 
circonferenze rettificate (fig. 218). 


Fig. 218, 


Se riportiamo il diametro della prima sulla corrispondente 
circonferenza rettificata, e poi il diametro della seconda sulla 
corrispondente circonferenza rettificata, ci accorgiamo che il 
primo diametro è contenuto tante volte in 7 quante il secondo 
è contenuto in 7’. Possiamo perciò anche dire che : è costante 
il rapporio fra la lunghezza di una circonferenza e il proprio 
diametro > 


i 
= = Costante. 
2r 


Ma quante volte il diametro è contenuto nella sua circon- 
ferenza? 

Ancora non lo sappiamo ; può essere contenuto 2, 3, 3 volte,... 
Se fosse contenuto 2 volte, la lunghezza della circonferenza ri- 
sulterebbe uguale al doppio del diametro, cioè a 4r; se fosse 
contenuto 3 volte, risulterebbe uguale a 2-3r = 6r, ecc... 
Indichiamo con la lettera greca x* il numero delle volte che il 
diametro è contenuto nella circonferenza j avremo allora : 


1=2mr. 


Cioè : la lunghezza della circonferenza si ottiene moltipli- 
cando il diametro per x. 


1 Leggi p greco. 
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4. Come si calcola x. 


Se il valore x fosse noto sarebbe facile calcolare la lun- 
ghezza della circonferenza appena dato il raggio. 
Il problema è allora questo : calcolare 


il valore n. 
Osservate la fig. 219 : rappresenta un 
quadrato circoscritto ad un cerchio, cioè i 


lati del quadrato sono tangenti al cerchio. 


Il lato del quadrato è lungo come il 
diametro, cioè 27; il perimetro del qua- 
drato avrà perciò la lunghezza 8r. 


Fig, 219. Il perimetro del quadrato risulta 
certo maggiore della circonferenza; seri 
viamo questa disuguaglianza : 


8r > 2rr, 


e, dividendo ambo i membri di questa relazione per 2r, 


4>r. 


Feco dunque trovato che x è un numero più piccolo di 4; 
cioè il diametro è contenuto nella circonferenza meno di 4 volte. 
Cerchiamo adesso di trovare un va- 
lore per difetto di x; sarà allora il ; 
caso di considerare un poligono inscritto 
nel cerchio. 
Osservate la fig. 220: rappresenta » 
un esagono regolare inscritto nel cerchio. 
Per quanto abbiamo visto nel cap. IV, 
n. 15, Applicazione V, il lato dell’esagono 
regolare è lungo come il raggio; il pe- aa 
rimetro dell’esagono risulterà perciò Fig. 220. 
lungo 6r. 
Questo perimetro è certo minore della lunghezza della cir- 
conferenza ; scriviamo questa disuguaglianza: 


6r < 27, 


e, dividendo ambo i membri di questa relazione per 2r, 


3curn 
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Dunque x è un numero più grande di 3. 

x è un numero compreso fra 3 e 4. 

Ma — mi domando — quale è il suo esatto valore? Po- 
trebbe essere 3,1 0 3,2, 0 3,9, oppure 3,54, ecc... Come faccio 
a saperlo ? 

Osserviamo la fig. 221: vi è un esagono e un dodecagono 
regolare inscritti in un cerchio ; si vede subito che il dodeca- 
gono è più vieino alla circonferenza di quanto lo sia l’esagono. 
Alora, se noi confrontiamo la lunghezza del perimetro del dode- 


Fig. 221. Fig. 222. 


cagono con quella della circonferenza avremo un valore più 
approssimato (per difetto) di n. 

Se poi invece del quadrato circoscritto consideriamo un 
ottagono regolare sempre circoscritto al cerchio, avremo per 
x un valore (per eccesso) più approssimato (fig. 222). 

Ecco che x viene ad essere rinchiuso fra le molle! E le molle 
si avvicinano sempre più a mano a mano che consideriamo poli- 
goni con un numero maggiore di lati, sicché x finisce quasi per 
esser schiacciato ! 

Si è trovato cosî che il valore di x approssimato a meno 


per difetto è 


di 


1 

100 
3,14. 

Ma — ricordatevi — non potete scrivere 


n=3,14! 


3,14 è solo un valore approssimato ; e il valore esatto? — mi 
domanderete. Il valore esatto non lo potrete ottenere perché 
nessun poligono, inscritto o circoseritto, coinciderà mai con 
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la circonferenza ; potrete avere però valori approssimati quanto 
volete, aumentando sempre più il numero dei lati dei poli- 
goni. x è un numero decimale illimitato (con infinite cifre dopo 
la virgola); si dice che x è un numero irrazionale. 
Per avere allora la lunghezza approssimata della circonfe- 
renza basterà moltiplicare il diametro 2r per 3,14, 
Approssimativamente si ha: 


1=3,14-2r=6,28-r. 


5. Area del cerchio. 


E ora possiamo tornare al problema poste all’inizio del 
capitolo : come si calcola l'area del cerchio. 

Consideriamo un poligono regolare inscritto nel cerchio 
(fig. 221); sappiamo che l’area del poligono regolare (cap. II, 
n. 13) si ottiene moltiplicando il perimetro per l’apotema e 
dividendo il prodotto per 2. 

Se io immagino di inserivere nel cerchio tanti poligoni 
regolari mi accorgo che l’area di questi va sempre più av- 
vicinandosi all’area del cerchio quanto più è grande il numero 
dei lati del poligono e che l’apotema aumenta avvicinandosi al 
raggio ; cioè : 

L'area di un poligono regolare inscritto nel cerchio tende al- 
Varea del cerchio all'aumentare del numero dei lati. 

Si comprende perciò che : l’area del cerchio si troverà come 
quella di un poligono regolare; alla lunghezza del perimetro 
del poligono si sostituisce quella della circonferenza e alla lun- 
ghezza dell’apotema quella del raggio. 


Avremo : 


1 1 
A == gres. 


Cioè : L’area del cerchio si ottiene moltiplicando il quadrato 
del raggio per x. 

E siccome x — 3,14, l’area del cerchio è un po’ più grande 
del triplo dell’area del quadrato di lato r, cioè di 3r% 
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Vizi 


6. Lunghezza di un arco e area di un settore circolare. 


Abbiamo visto che dato il raggio è possibile determinare 
la lunghezza della circonferenza; e ciò proprio perché basta 
assegnare il valore del raggio per poter disegnare la circon- 
ferenza. 

Non basterà invece il valore del raggio per poter determinare 
la lunghezza di un arco di circonferenza ; pensate infatti che posso 
disegnare infiniti archi aventi lo stesso raggio (fig. 223). 


Mi accorgo subito, osservando le figure, che l’arco rimane 
determinato quando se ne dia oltre al raggio l'ampiezza dell’an- 
golo al centro. 

Deve essere dunque possibile trovare una formula che leghi 
la lunghezza 1 dell'arco al raggio r e al- 
Vangolo al centro a; e la formula segue 
subito dalla seguente osservazione : 


Fig. 228. 


all'angolo « corrisponde Parco di 
lunghezza È (fig. 224); all'angolo 2x cor- 
risponderà l’arco di lunghezza 21, all’an- 
golo 3x l’arco 30, ecc. 

Nello stesso cerchio angoli ed archi cor- 
rispondenti sono grandezze direttamente pro- Fig. 224. 
porzionali ; perciò : 


arco l: angolo « = circonferenza : angolo giro, 


ossia : 
lia = 27r:3600; 
da cui: ì 
2rr ca nre 
1= 3600 > 800° 


42} 


Feco trovata una formula che permette, dati r ed a, di 
trovare /; e, viceversa, dati 7 ed 7, di trovare a: 


1-1800 
a=——_—, 
nr 


Queste formole non vanno certo imparate a memoria ; voi 
potete ritrovarle, ogni volta che vi occorrono, con un semplice 
ragionamento, 

È anche chiaro che l’area di un set 
tore circolare (fig. 225) sarà determinata 
quando si dia la lunghezza ! dell'arco e 
il raggio 7, ovvero Pampiezza dell'angolo 
« 6 il raggio r. 

Un ragionamento analogo a quello 
c 8 che ci ha portati alla determinazione 
iazai della lunghezza di un arco, ci conduce 

ora a determinare l’area di un settore; difatti : 


nello stesso cerchio l’area A di un settore è tanto più grande 
quanto maggiore è la Iunghezza dell'arco, e precisamente : se 
raddoppiamo la lunghezza dell'arco raddoppia anche Varea del 
settore. A 


Considerate per es. il caso del set- 
tore AOB (fig. 226), 48 parte del cer- 
chio ; esso corrisponde all’arco AB. Il 
settore DOB, metà del cerchio, cor-  ° . 
risponde invece all'arco DAB doppio 
di AB. 

Dunque: 


G 


nello stesso cerchio le aree di set- Fis. 326. 


tori sono direttamente proporzionali alle lunghezze degli archi 
corrispondenti ; perciò : 


area cerchio : area settore = lungh. circonferenza : lungh. arco, 


ossia ; 
mid =2nr:1; 
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È 
È 
} 


ini 


da cui: 
Lr 
A=—_ = —_. 
2 


L'arca di un settore circolare si trova moltiplicando la lun- 
ghezza dell'arco per il raggio e dividendo il prodotto per 2; cioè 
proprio come l’area di un triangolo che ha per base la lun- 
ghezza l e per altezza il raggio r. 


#. Un po’ di storia sul cerchio. 


Abbiamo già notato al n. 1 come il cerchio possa conside- 
rarsi la base degli ornamenti geometrici in tutte le epoche. 
Dai pavimenti a mosaico di S. Giovanni in Laterano a Roma 
(tav. III) alle decorazioni della facciata di S. Miniato a Firenze 
(tav. IV), dalle finestre variamente colorate delle chiese alle 
inferriate di cancelli antichi e moderni, dovunque c’è arte geo- 
metrica, troviamo come motivo fondamentale il cerchio o una 
sua parte. 

Ma il cerchio è anche uno dei « pilastri » dell’architettura 
e della tecnica : osservate la riproduzione (tav. IX) del Ponte 
Nomentano a Roma, le arcate di S. Sabina (tav. V) e quelle 
del cortile del Bargello (tav. X); molti ponti ed archi in mura- 
tura hanno la forma di semicerchio. E hanno forma circolare 
ruote, anelli, sezioni di tubi, parti di macchine. 

Era perciò naturale che fin dall’antichità sorgessero i due 
problemi : 

1) trovare una formula per avere la lunghezza della cir- 
conferenza dato il raggio ; 

2) trovare una formula per avere l’area del cerchio dato 
il raggio; 

problemi che prendono il nome rispettivamente di rettifi- 
cazione e quadratura del cerchio. 

Tante volte si sente dire : «questo è un problema impos- 
sibile come quello della quadratura del cerchio!» Che cosa 
vuol] dire? 

«Quadrare un cerchio » significa costruire un quadrato di 
area uguale a quella del cerchio. 
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Le ricerche sul problema della quadratura del cerchio risalgono 
alla più remota antichità ; il problema si trova nel « Papyrus 
Rhind » (1650 a. 0.) attribuito allo serittore egiziano Ahmes; 
questo scritto è conservato al British Museum a Londra. Nel 
papiro viene indicata come regola di quadratura, senza darne 


la dimostrazione, la seguente : è equivalente a un cerchio quel 
quadrato che ha per lato gli È del diametro del cerchio. Se, per 
semplificare, assumiamo il diametro lungo 1, il lato del quadrato 
sarà lungo 3 e la sua area risulterà È. Noi che conosciamo 


la formula nr? per trovare l’area del cerchio, possiamo allora 
scrivere : 


64 
nr =" 
ma: 
i 
2” 
quindi : 
I__ 64 
4° 81° 
e 
n= È 846. 


Si ottiene in tal modo con metodo empirico nn valore di 
n molto vicino al valore 3,14 che si trova con metodo razionale, 

Il primo accenno suila rettificazione della circonferenza si 
trova nella Bibbia; ivi si dice di prendere come lunghezza 
della circonferenza il triplo del diametro (cioè si suppone 
n= 8) 

N valore di x fu calcolato in modo sistematico da Archi- 
mede 1, il maggiore scienziato della Grecia, vissuto a Sira- 
cusa nel periodo 287-212 a. C.; nel trattato La misura del 


1 Di Archimede si parlerà nei cap. IX, n. 4. 
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cerchio, partendo dall’esagono regolare inscritto e circoscritto 
al cerchio, Archimede calcolò i perimetri dei poligoni regolari 
raddoppiando successivamente i lati. Egli arrivò cosi ai poli- 
goni inscritti e circoscritti di 96 lati, che danno per x i valori 


3,ldld <x < 3,417. 


In tempi molto più recenti, dal 1500 in poi, fu ripreso il 
problema della determinazione del valore di x e furono calcolate 
varie centinaia di cifre decimali. Ma lo sforzo di arrivare a 
un valore esatto di © era inutile: x è un numero irrazionale, 
cioè decimale illimitato non periodico, come è stato dimostrato 
dal matematico Johann Heinrich Lambert nel 1766. 

Voi conoscete altri numeri irrazionali, per es., V2, V3;.. 
Ma questi numeri irrazionali sono — diciamo così — più onesti 
del numero 7; ecco perché : si può costruire con la riga e col 
compasso un segmento lungo 3; o un segmento lungo 3; 
ece..., (vedi cap. III, es. 104); non si riesce invece a costruire 
con riga e compasso un segmento lungo esattamente n (fu dimo- 
strato da Ferdinand Lindemann nel 1882). Cioè, non si può 
costruire con riga e compasso un segmento lungo come la cir- 
conferenza di diametro 1 ; tale circonferenza è lunga x, perché : 


L= 2n, 
quindi : 
i=xr 
se 
2r = 1, 


Si dice che x è un numero trascendente. 

Dunque, la frase : è impossibile Ia rettificazione o la qua- 
dratura del cerchio non significa che non ci sia una regola, 
una formula, per avere la lunghezza o l’area del cerchio noto 
il raggio, ma significa che questo problema non è risolubile 
con la riga e col compasso. 

Pensate per quanti secoli questo problema ha travagliato 
l'umanità ! Il primo accenno di esso risale al 1650 a. C., e la 
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sua definitiva sistemazione è — si può dire — della genera- 
zione dei vostri nonni; circa 4000 anni di lavoro! 


PROPRIETÀ DEL CERCHIO 


Abbiamo detto nel cap. I che si ritiene che il cerchio sia stata 
una delle prime figure che si sono imposte all'umanità : il cerchio 
deve essere nato come ruota; esso pertanto deve aver cooperato, 
col facilitare i trasporti, allo sviluppo della civiltà. 

L'osservazione di un tronco d'albero che rotola gi per un declivio, 
si pensa abbia suggerito all’uomo l’idea di sostituire il trascinamento 
dei corpì con il rotolamento. È molto probabile che sia avvenuto 
cosî, anche se ci mancano delle testimonianze dirette. Del resto, 
l’idea del rotolamento viene in modo naturale, spontaneo: non è 
forse l’istinto che guida lo scarabeo d’oro a smussare gli spigoli e 
i punti angolosi di un oggetto perché sia poi più facile trasportarlo 
da un posto all’altro facendolo semplicemente rotolare? Questa in- 
tuizione geniale da parte di un animaletto ha fatto si che gli nomini, 
nell'antico Fgitto, adorassero lo scarabeo, e che la mitologia gli 
attribuisse il dono di far muovere il sole, raffigurato come una grande 


L'uomo inventò la mota: quanti problemi gli si presentarono 
in questa costruzione, quante proprietà del cerchio scopri nel corso 
dei secoli ! 

È di queste che vogliamo parlare, 


8. Cerchi passanti per uno o più punti. Poligoni inseritti 
in un cerchio. 


a) Segnate sul vostro foglio un punto A. Prendete un compasso 
e tracciate un cerchio passante per A; vi accorgerete subito che, 
sempre lasciando invariata l'apertura 
del compasso, potete disegnare tanti 
cerchi passanti per A (fig. 227). Si 
possono immaginare infiniti cerchi 
uguali passanti per il punto 4; è 
come se un cerchio si dondolasse at- 
torno ad A. 

Si ha cosi un insieme di cerchi di 
ugual raggio passanti per uno stesso 
punto A. È interessante osservare 
che i centri di tutti questi cerchi si 
trovano su una circonferenza di centro 
4 e che ha quel dato raggio. 

Ma si può cambiare l'apertura 
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del compasso, cioè cambiare il raggio ; si ottiene cosf un altro 
insieme di cerchì passanti per A (fig. 228). 


Fig. 228. Fig. 229, 


Cambiando ancora il raggio si otterrà un terzo insieme di cerchi, 
e cos via. 

Avremo dunque infiniti insiemi di cerchi passanti per un punto 
(fig. 229). 


b) Consideriamo adesso è cerchi che passano per due punti A e B. 
Vi accorgerete, sempre utilizzando il compasso, che potete disegnare 
tanti cerchi passanti per A e B (fig. 230): 
si potrà cominciare col disegnare quel cerchio o 
che ha per diametro AB, cioè che ha il centro 
nel punto medio di AB; poi sì sposterà la 
punta del compasso in un punto C ugual- 
mente distante da A e B e si disegnerà un 
cerchio, sempre passante per A e B e che 
avrà raggio maggiore del primo ; oltre a que- 
sto cerchio potremo disegnare quello, di uguale 
raggio, che ha per centro il punto 0’ simme- 
trico di C rispetto ad AB. 

Potremo poi allontanare ancora da AB 
la punta del compasso e fare centro in un 
punto D ugualmente distante da .4 e 2 ; otter- 
remo un cerchio più grande dei precedenti. 
Insieme al cerchio di centro D, ci sarà anche 
il cerchio, uguale, di centro D'’, simmetrico 
rispetto ad AB. 

E così via: iroveremo infiniti cerchi che 
passano per A e B, ma non infiniti insiemi 
di cerchi, 

Basta osservare la fisura per accorgersi È 
che i centri si trovano disposti in modo assai Fie. 230, 
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particolare ; i centri sono allineati sulla retta perpendicolare ad AB 
e passante per il suo punto di mezzo, retta che si chiama asse di AB 
(cap. I, n. 11 0). 


0) Teniamo dunque presente il fatto che #1 centro di un cerchio 
che ha per corda AB si trova sull’asse della corda AB. 

Consideriamo adesso tre punti A, B, € non allineati (che possono 
quindi essere i vertici di un triangolo) e domandiamoci se per questi 
tre punti passano dei cerchi (fig. 231). 

Ripensiamo a quanto si è detto ora: 
se un cerchio deve passare per A e B, il 
suo centro sì troverà sull’asse di 48; 
ma, se deve passare anche per €, il suo 
centro deve trovarsi anche sull'asse di 
BC (0 di AC). Ora, si potrebbe dimo- 
strare che i tre assi di un triangolo pas- 
sano tutti per uno stesso punto; il centro 
del nostro cerchio sarà dunque il punto 

Fig. 231. d'incontro degli assi, punto che indi- 

chiamo con 0. Questo punto, centro del 

cerchio circoseritto al triangolo ABC, si chiama circocentro. Pun- 

tando il compasso in O con un'apertura uguale ad VA (oppure ad 
OB ovvero ad OC) si deseriverà il cerchio (fig. 232). 

Ci sì accorge subito che vi è un solo 5 
cerchio passanie per tre punti non allineati 
perché il suo centro si può ottenere in 
un'unica maniera. 


d) Viene la curiosità di domandarsi 
se anche per 4 punti passa sempre un 
cerchio. Credo che tutti potreste por- a GI 
tare degli esempi : se i 4 punti sono ver- 
tiei di un quadrato esiste certamente un 


cerchio circoscritto » 
al quadrato (fig, 233), 
ma se i 4 punti sono Fig. 232. 
vertici di un rombo ciò non accade (fig. 234), 
Questi esempi ci por- 
A È tano a rispondere che 4 
> x punti possono trovarsi su 
una circonferenza oppure 
non trovarsi; evidente- 
mente, deve essere sod- 
disfatta qualche condizio 
ne. Su questo argomento 
D (I torneremo negli Esercizi 
o (cap. VI, n. 80). 
Fig. 238, Fig. 234. 


7 9 Cosi, in generale, do- 
vranno essere soddisfatte particolari condizioni perché un cerchio 
passi per un certo numero 5, é,... di punti. 
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. Il poligono che ha i suoi vertici su una circonferenza si dice 
inscritto nel cerchio, e il cerchio si dice circoscritto al poligono. 
Possiamo riassumere le considerazioni ora fatte dicendo che: 


a) vi sono infiniti insiemi di cerchi passanti per un punto; 

b) vi sono infiniti cerchi passanti per due punti A e B;i centri 
di questi si trovano sull’asse della corda AB; 

e) vi è un cerchio ed uno solo passante per i tre vertici di un 
triangolo ; il suo centro è il punto d’incontro degli assi dei lati del 
triangolo ; 

d) perché un cerchio si possa circoscrivere a un poligono di 
più di tre lati devono essere soddisfatte determinate condizioni. 


9. Cerchi tangenti a una o pil rette. Poligoni circo- 
seritti a un cerchio. 


a) Tracciata una retta 7, prendiamo un compasso e disegnamo 
un cerchio che tocchi questa retta. Vi accorgete subito, spostando 
la punta del compasso 
ma lasciando la stessa 
apertura, che potete di- 
segnare tanti cerchi uguali 
tangenti alla retta r e di- 
sposti dall'una o dall'altra 
parte del piano (fig. 235). 

Ne potete pensare in- 
finiti di questi cerchi; è 
come se un cerchio roto- 


Fig. 235. 


lasse lungo laretta, da 
una parte o dall'altra 
del piano. 

Questi cerchi for- 
mano un insieme; È 
loro centri si trovano su 
due rette parallele ad r. 

Ma, potete cambia- 
re a piacere la lunghez- 
za del raggio ; ottenete 
così infiniti insiemi di 
Fia: 296; cerchi tangenti a una 

retta (fig. 236). 


b) Consideriamo ora i cerchi tangenti a due rette. Ci accorgiamo 
che essi sono infiniti (fig. 237 e fig. 238), ma non tanti come quelli 
tangenti a una sola retta. 
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I loro centri si trovano sulla bisettrice dell'angolo delle rette (nella 
fig. 238 si trovano sulla retta che divide a metà la striscia), Il centro 
O di uno di questi cerchi è quindi, per la proprietà della bisettirice 
(cap. IV, n. 9), equi- 
distante dalle due rette, 
cioè 0A = 0B; il raggio 
OA è perpendicolare alla 
tangente alla retta nel 
punto di contatto col 
cerchio. 

Teniamo dunque pre- 
sente il fatto che: il cen- 
tro di un cerchio tangente 
a due rette si trova sulla 
bisettrice dell'angolo for- 
mato dalle rette. 


€) Consideriamo adesso 
tre rette non passanti per 
lo stesso punto; esse de- 
terminano nn triangolo 
Fig. 238, ABO (fig. 239). Doman- 
diamoci se esistono dei 


cerchi tangenti a tutte e tre le rette, 

Per quanto si è detto ora, il centro 0 di un cerchio tangente alle 
rette AB e BC dovrà trovarsi sulla bisettrice dell’angolo B; se poi 
il cerchio deve essere tangente anche ad AC il centro dovrà trovarsi 
anche sulla bisettrice dell'angolo O e 
su quella dell'angolo A. Il centro 0 di 
un cerchio tangente a tre rette si ottiene 
dunque come punto d’incontro delle bi- 
settrici degli angoli del triangolo deter- 
minato dalle rette (come sappiamo — 
cap. IV, n. 10 — le bisettrici di un trian- 
golo passano tutte per lo stesso punto). e CI 
Questo punte, che si chiama incentro, è Fig. 239. 
equidistante dai lati del triangolo. 

Punteremo allora il compasso in O con un raggio OH uguale 
alla distanza di 0 da BC (0 da AB, ovvero da 40) e potremo di- 

segnare il cerchio. Il cerchio è inscritto nel 
A e triangolo e il triangolo è circoseritto al 


cerchio. 

Ci si accorge che vi è un solo cerchio in- 
scritto in un triangolo perché il suo centro 
si può determinare in un unico modo. 


| d) Vi possono essere poligoni di più di 
e 


A 


tre lati circoscritti a un cerchio : il quadrato 
e sì può circoscrivere a un cerchio (fig. 240), il 
Fig. 240. rettangolo no (fig. 241). 


Devono essere soddisfatte parti- * e 
colari condizioni perché un cerchio 
si possa inscrivere in un poligono. 

Riassumiamo le considerazioni 
ora fatte dicendo che: 

a) vi sono infiniti insiemi di 
cerchi tangenti a una retta; 

b) vi sono infiniti cerchi tan- 0 di € 
genti a dus rette r, s; i centri di 
questi cerchi si trovano sulla bisettri- 
ce dell'angolo delle rette r, s ; 

c) vi è wifi cerchio ed uno solo inscritto in un triangolo ; il suo 
centro è il punto d'incontro delle bisettrici degli angoli del triangolo; 

d) perché un cerchio sia inscritto in un poligono di più lati 
devono essere soddisfatte determinate condizioni, 


Fig. 241. 


È interessante confrontare queste conclusioni con quelle rias- 
sunte nel n. 8 a p. 129. 


10. Posizioni di retta e circonferenza, edi due circonferenze. 


Una retta può avere tre posizioni rispetto a una circonferenza > 
può essere esterna, tangente, secante (fig. 242). 


ODE 


Fig. 242. 


In ciascuno dei casi qui illustrati potete riconoscere voi stessi 
come risulta la distanza del centro del cerchio dalla retta. 

Abbiamo già visto nel cap. I, n. 6, parlando della costruzione 
dei triangoli, che due circonferenze possono avere tre posizioni : pos- 
sono essere esterne, tangenti © secanti (fig. 243). 


OL) d 


Fig. 243. 


Ricavate da voi stessi la relazione che lega, in ciascuno di questi 
casi, la distanza dei centri dei cerchi con la somma dei raggi. 
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11. I poligoni regolari. 


Abbiamo più volte, nel corso del libro, parlato dei poligoni re- 
golari; abbiamo detto che (cap. I, n. 12): un poligono è regolare 
se ha tutti i lati e tutti gli angoli uguali. 

11 poligono regolare ha ispirato fin dai tempi più antichi decora- 
zioni geometriche e costruzioni architettoniche: molte ornamentazioni 
sono basate infatti sulla divisione del cerchio in parti uguali (tav. III), 
e molti pozzi o fontane hanno la forma di prisma poligonale regolare 
(tav. Xe tav. XI). È interessante anche osservare che si basa sulla 
divisione del cerchio in parti uguali il probienia delle scanalature delle 
colonne, Il numero delle scanalature è per lo più 16, 24 e 20; dipende 
quindi — come vedremo qui e negli Esercizi — dalla costruzione 
del quadrato, dell’esagono e del pentagono regolare. Nell'antica città 
greca di Paestum (sulla linea costiera Napoli-Reggio Calabria, & 
quaranta chilometri a sud di Salerno) si possono ammirare tre 
templi le cui colonne presentano appunto scanalature in numero 
di 20 e 24. I templi risalgono al VI° e al Vo secolo avanti Cristo 
(tav. XII). 

Si comprende perciò come dai tempi più antichi si ponesse il 
problema della divisione del cerchio in parti uguali, problema che 
si risolve facilmente con riga e compasso solo in alcuni casi. 

Fin dall’antichità erano note le costruzioni con riga e compasso 
del quadrato, del triangolo equilatero (e quindi dell’esagono re- 
golare) e del pentagono regolare ; di questo parleremo fra un mo- 
mento. 

Era naturale che si ponesse il problema di come costruire con 
riga e compasso un poligono regolare di 7 lati; per molti secoli i 
matematici si affaticarono per riuscire in questa costruzione. Le 
difficoltà e gli insuccessi incontrati portarono a domandarsi : i po- 
lisoni regolari si possono costruire tutti con riga e compasso? È 
solo in un’epoca relativamente recente, ai primi del 1800, che su 
questo problema fu fatta piena Juce : il matematico tedesco Frie- 
drich Gauss riusci a dimostrare che non tutti i poligoni regolari 
si possono costruire con riga e compasso ; in particolare, il poli- 
gono regolare di 7 lati non si può costruire usando solo tali 
strumenti. 

Nella parte dedicata agli Esercizi (cap. VI, es, 86-90) parlere- 
mo più dettagliatamente della scoperta di Gauss, Qui ci fermeremo 
su aleuni poligoni regolari : il quadrato, l’esagono regolare, il trian- 
golo equilatero. 


a) QUADRATO. 


Condotti due diametri perpendicolari nel cerchio di centro 0 
(fig. 244) se ne congiungano gli estremi: si ottiene cosi il quadrato 
ABCD; esso è inscritto nel cerchio. 
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Costruito il quadrato, dividendo successivamente in due parti 
uguali ogni arco è unendo i punti di divisione si ottengono i poli- 
goni regolari di: 


8, 16, 32, ..., 27 lati 
Se ? è la lunghezza del lato del quadrato 
e se r è il raggio, si avrà, per il Teorema 
di Pitagora : 


I=Vvr travi =rv3. 


In modo analogo, sempre con una ap- 
plicazione del Teorema di Pitagora, otter- Fig. dd. 
remo la lunghezza del diametro 4 (che è 
la diagonale del quadrato) in funzione del lato del quadrato stesso ; 
si avrà: 


d=VE+ka=v8 = IVT. 


Cioò : la lunghezza della diagonale di un quadrato è data dalla lun- 
ghezza del lato moltiplicata per la radice quadrata di 2. 


b) ESAGONO REGOLARE. 


Abbiamo già visto (cap. IV, n. 15) che il lato dell’esagono re- 
golare è lungo come il raggio. Si costruisce quindi l’esagono regolare 
riportando come corda 6 volte il raggio del cerchio. Costruito l’esa- 
gono, si ottengono i poligoni regolari di: 


3, 12, 24, ..., 3-27 lati, 


c) TRIANGOLO EQUILATERO. 


Come abbiamo ora osservato, una volta costruito Vesagono re- 
golare inseritto nel cerchio di centro 0, si può ottenere il triangolo 
equilatero inscritto nello stesso cerchio: 
basta congiungere un vertice si e uno no 
dell’esagono ABCDEYF (fig. 245), ad esempio 
i vertici 4, C, E. 

Si scoprono cosi delle interessanti pro- 
prietà del triangolo equilatero, Conduciamo 
il diametro AD; esso sega illato EC nel punto 
H; sì vuole dimostrare che: 


on = È 40, 
Fig. 245, cioè che OH è la metà del raggio. 
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Unito 0 con C, otteniamo il triangolo equilatero 002; ora, 
CH, essendo perpendicolare ad AD, è l'altezza del triangolo 0CD 
relativa al lato 0D e quindi divide 0D in due parti uguali (sappiamo 
che l'altezza nei triangoli equilateri è anche mediana). Si ha dunque : 


OH = HD, 


quindi OH è la metà del raggio. 
Si può esprimere questa proprietà dicendo che: 


il baricentro (punto d'incontro delle mediane) di un triangolo 
equilatero divide ogni mediana in due parti di cui una è doppia del- 
Valtra. 

Si riesce a dimostrare che questa proprietà del baricentro non 
vale solo per i triangoli equilateri ma per tutti i triangoli. 

Ne seguono delle semplici relazioni fra il lato del triangolo equi- 
latero, di cui indichiamo la lunghezza con 22, la sua altezza k, e 
il raggio r; si ha: 


applicando il Teorema di Pitagora al triangolo AHC: 


(1) hR=v@ci= vie =vVIBR=IVI, 


cioè : la lunghezza dell’altezza di un triangolo equilatero si ottiene 
moltiplicando la lunghezza del semilatero per la radice quadrata di 3; 


{2) h=-<3f, 


3 
cioè : l'altezza del triangolo equilatero è è 3 del raggio. 


12. Angoli alla circonferenza e angoli al centro. 


Siano A, B, € tre punti di una circonferenza di centro 0 (fig. 
246). Unendo A con B e con € si ottiene 
DI Vangolo BAC. Ogni angolo che ha per ver- 
tice un punto della circonferenza e i lati 
passanti per altri due punti B, €, di essa si 

chiama angolo alla circonferenza. 

Teniamo fisso il vertice A e immaginia- 
mo che i punti B e 0 si muovano sulla 
circonferenza ; pensiamo, per esempio, ehe 

Ò entrambi si avvicinino al punto D estremo 
del diametro passante per A. Osservate le 
ka figure 247, 248, 249: l’angolo in A varia, e 
se i punti B e © tendono a D, l’angolo in A 
Fig. 246, diventa sempre più piccolo e tende a zero. 
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Fig. 247. Fig, 248. Fig. 249, 


Uniamo ora B e € con il centro 0; otterremo Pangolo BOC 
che abbiamo indicato nelle figure 250, 251, 252. Ogni angolo che ha 
per vertice il centro di un cerchio e per lati due raggi si chiama an- 
golo al centro. 


SM 


Fig. 250. Fig. 251. Fig. 252. 


Si dice che angolo BOC è l'angolo al centro corrispondente del- 
Pangolo B4C. : 

Si nota che se l'angolo alla circonferenza diminuisce, diminuisce 
anche l’angolo al centro corrispondente, e viceversa. Si comprende 
allora che ci deve essere una relazione fra questi due angoli; ve- 
diamo di scoprirla su un caso particolare. 

Immaginiamo che i punti B e (siano gli 
estremi di un diametro (fig. 253). BOC è dun- 
que, in questo caso, un angolo piatto, Ci pro- 
poniamo di determinare l'ampiezza dell’an- 
golo A. Uniamo A con 0 e consideriamo i 
triangoli BOA e A40C. Ciascuno di questi 
triangoli è isoscele perché due lati sono raggi 
del cerchio ; si avrà quindi: 


BIO = B e CAO =0. Vidi: 208; 


Consideriamo ora il triangolo ABO. La somma dei suoi angoli 
è di 180°; 
B+Z+0=1800. 
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Se indichiamo con è e c le ampiezze degli angoli B e O, la rela- 
zione precedente potrà seriversi : 
b4 (6-0) + 0= 1809, 
ossia : 
20 + 26 = 1800, 
da cui: 
b+e= 900, 


L'angolo T è quindi retto. 
Dunque : se l'angolo al centro è piatto, Pangolo alla circonferenza 
è retto, cioè è la metà dell'angolo al centro corrispondente. 


fi Possiamo anche dire che un angolo in- 


4 £ scritto în una semicirconferenza è sempre retto 
(fig. 254). 
U Si ha cosîf un altro modo per costruire 


un angolo retto : basta tracciare una circon- 
ferenza e unire un punto della circonferenza 
con gli estremi di un qualunque diametro. 

La scoperta della relazione fra angoli alla 
circonferenza e angoli al centro, nel caso particolare che l’angolo 
al centro sia piatto, fa nascere l’idea che una relazione analoga 
valga anche nel caso generale, Si dimostra che in ogni caso l’an- 
golo alla circonferenza è la metà dell'angolo al centro corrispondente. 
Cercate di dimostrare questa proprietà conducendo, per es. nella 
fig. 250, il diametro per A e considerando i triangoli isosceli A0B, 
400 e i loro angoli esterni al vertice. 


ig. 254. 
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PARTE SECONDA 


GEOMETRIA SOLIDA 


INTRODUZIONE 


1. Figure piane e figure solide. 


Le figure che abbiamo considerato finora erano tutte piane, 
appartenevano cioè alla GEOMETRIA PIANA. Ma, se voi pensate 
a] modello concreto che se ne può fare, ad esempio al triangolo 
di cartone o al disco che rappresenta un cerchio, vi rendete conto 
che, per quanto sottile possa essere il materiale di costruzione, 
Poggetto che rappresenta la figura piana ha un certo spessore, 
è un solido. 

Una figura piana non esiste nella realtà senza che essa faccia 
parte di una figura solida. Cosi, vediamo per esempio il quadrato 


Fig. 255. 


come faccia di un cubo, il triangolò come faccia di una pira- 
mide, il cerchio come base di un cilindro (fig. 255). 

È solo col pensiero che riusciamo a staccare la figura piana 
dalla solida, a immaginarla dunque isolatamente, e a ragionare 
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su di essa, scoprendone le varie proprietà, come se non avesse 
alcuna relazione con i solidi. 

In questa seconda Parte studieremo la GEOMETRIA SOLIDA, 
osserveremo dunque i corpi che ci stanno d’attorno, cioè che oc- 
cupano un certo spazio; ci fermeremo 
sulle forme più semplici e scopriremo 
quali funzioni hanno le figure piane nei 
confronti delle solide: vedremo che pos- 
sono formare la superficie dei solidi e 
essere considerate come le loro sezioni {fig. 
256); vedremo anche che alcuni solidi si 
ottengono facendo ruotare di un giro com- 
Pie. 256. pleto una figura piana attorno a una retta. 


2. Concetto di superficie-area e di estensione-volume. 


Osserviamo il mondo in cui ci troviamo: le piante, gli 
animali, i laghi, le case, le macchine, le costruzioni di ogni 
genere. 

Tutte le cose che ci circondano hanno una superficie e occu- 
pano un certo spazio, cioè hanno una certa estensione, 

Si capisce come si presenti spesso il problema del calcolo 
dell’area della superficie di un solido o il problema del calcolo 
del volume dello spazio occupato dal solido 3. 

Se è abbastanza facile rendersi conto di ciò che significa 
la superficie di un solido, non è tanto semplice capire il con- 
cetto di estensione. Sono forse degli esempi che potranno aiu- 
tarvi a capire questo concetto : 


1) Un pallone con involucro di tela viene sgonfiato. Lo 
spazio occupato cambia, ma la superficie — l’involuero — rima- 
ne la stessa. 

2) Quando si snona una fisarmonica a soffietto, lo spazio 
occupato cambia di momento in momento mentre la superficie 
rimane sempre la stessa. 


1 Nelle pagine che seguono saremo condotti qualche volta, quando non 
ci sia pericolo di confusione, a identificare te parole superficie 6 area, ed 
estensione e volume, come viene spesso fatto nel linguaggio matematico mo- 
derno. 
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i e pipe tia 


3) Se si travasa il liquido contenuto nella bottiglia A in 
un recipiente cilindrico B (fig. 257), e se anche B viene riempito 
completamente, si dice che A e B hanno la stessa estensione, 


cioè vengono ad avere lo stesso 
volume; i due recipienti conten- 
gono la stessa quantità di liquido. 

4) Una pallina d'oro viene 
fusa e trasformata in una meda- 
glia. Pallina e medaglia hanno lo 
stesso volume. 

5) Quattro cubi uguali di- 
sposti uno sull’altro (fig. 258) oc- 
cupano un certo spazio. Lo spazio 
occupato è lo stesso se i cubi sono 
disposti in modo 
diverso, per esem- 
pio due su due 


Fig. 268. Fig. 259, 


A 8 
Fig. 257, 


(fig. 259). I solidi ottenuti hanno dunque lo 
stesso volume, ma la superficie esposta all’ester- 


no è diversa. 

6) I solidi rappre 
sentati in fig. 260 hanno 
lo stesso volume: il se- 
condo è stato ottenuto 
tagliando il cubo sceondo 
un piano diagonale e di- 
sponendo le due parti in 
modo diverso. Si tratta 
dunque di due solidi 


composti di parti a due a due uguali. 
Ripensando agli esempi 1) e 2), possiamo affermare che: 


vi sono dei solidi che pur avendo la stessa superficie non racchiu- 
dono lo stesso spazio, cioè hanno volume diverso. 


441 


Invece, negli esempi 5) e 6) abbiamo costruito dei solidi di 
ugual volume ma in cui la superficie esposta all’esterno è diversa 
— come si potrebbe constatare : vi sono dunque dei solidi che pur 
avendo lo stesso volume sono racchiusi da superficie di area diversa. 

I solidi di ugual volume si dicono equivalenti. 


3. Sui solidi equivalenti. Il Principio di Cavalieri. 


Nel n. precedente abbiamo incontrato dei casi di solidi che 
hanno lo stesso volume; portiamo qui altri esempi di solidi 
equivalenti : 

1) Consideriamo due risme di fogli di carta tutti uguali ; 
immaginiamo che questi fogli vengano disposti in modo diverso, 
come è rappresentato nella fig. 261. Si 3 due. solidi 


Fer = 
PEZZA 
ET ZZZ: 


ZH} 


Fig. 261. 


A e B di forma differente. Questi solidi sono formati dalla stessa 
quantità di materiale (perché il numero dei fogli è sempre lo 
stesso), e soho quindi equivalenti. 

Si osserva, in questo caso, che i due solidi, poggiati sullo 
stesso piano, hanno la stessa altezza, e che, se si immagina 
di considerare delle sezioni ugualmente distanti dal piano base, 
cioè se si immagina di segarli con lo stesso piano parallelo al 
piano base, si ottengono delle figure piane uguali. 


i 220 


Fig. 262. Fig. 263. 

2) Immaginiamo ora di tagliare tutti i fogli di una ri- 
sma lungo una diagonale ; ciascun foglio darà luogo a due trian- 
goli uguali (fig. 262). Stacchiamo questi triangoli e disponiamoli 
come nella fig. 263 in modo cioè da formare un triangolo isoscele. 
Rettangolo e triangolo hanno evidentemente la stessa area. 
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Disponendo uno sull’altro.ì fogli rettangolari e poi i fogli trian- 
golari veniamo a costruire i solidi 4 e B (fig. 264). Questi solidi — 


Fig. 264, 


un parallelepipedo rettangolo e un prisma triangolare —, essendo 
formati della stessa quantità di materiale, sono equivalenti. 

Esaminando le sezioni piane, ottenute conducendo un piano 
parallelo al piano su cui poggiano entrambi i solidi, vediamo 
facilmente che esse sono sempre equivalenti fra loro a qualun- 
que livello sia condotto il piano. 

3) Consideriamo la piramide A a base 
quadrata (fig. 265); la possiamo pensare co- 
struita sovrapponendo uno sull'altro tanti 
quadrati di carta sempre più piccoli. 


Fig. 265. Fig. 266. Fig. 287. 


Immaginiamo poi di prendere altret- 
tanti fogli di carta quadrati uguali ai 
precedenti e di tagliare ciascuno di essi 
lungo una diagonale ottenendo cosî due 
triangoli uguali (fig. 266). Disponendo 
questi triangoli come in fig. 267 avre- 
mo un triangolo isoscele. Sovrapponendo 
tutti i triangoli isosceli, dal grande al 
piccolo, come in fig. 268, otterremo 
un altro solido, la piramide B a base 
triangolare. Fig. 268, 

Il solido B è certo equivalente ad A, essendo formato della 
stessa quantità di materiale, ed è facile capire che le sezioni 
di queste due piramidi ottenute con piani paralleli alla base 
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e condotti alla stessa distanza dalla base (fig. 269) hanno sempre 
la stessa area. 


Fig. 269. 


4) Osserviamo infine la fig. 270. Essa rappresenta dei 
solidi poggiati sullo stesso piano. Se questi solidi, tagliati con 
un piano parallelo alla base, danno luogo a sezioni di uguale 
area, potremo dire che essi sono formati dalla stessa quantità 
di materiale, cioè che hanno lo stesso volume. 


sins 


Fig. 270, 


Queste osservazioni di carattere intuitivo si possono enun- 
ciare în forma precisa e costituiscono un principio che è noto 
sotto il nome di Principio di Cavalieri !; 

Due solidi, che siano segati da ogni piano parallelo a un 
piano fisso secondo figure piane equivalenti, sono equivalenti. 


Vedremo nei capitoli seguenti l’importanza del Principio di 
Cavalieri ai fini del calcolo del volume di vari solidi. 


1 Bonaventura Cavalieri, discepolo di Galileo, fu professore di mate- 
matica all'Università di Bologna nella prima metà del 1600, 
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CAPITOLO SETTIMO 


I POLIEDRI 


Nell’Introduzione abbiamo portato vari esempi di figure 
solide : il cubo, la piramide, la sfera, il cilindro,... 

Osservando queste figure ci accorgiamo che alcuni solidi, 
come il cubo e la piramide, hanno la superficie costituita da 
poligoni, in altri invece, come nel cilindro e nella sfera, la super- 
ficie non è formata da poligoni. Si ha cosi una distinzione fra 
le figure solide. 

Si chiama poliedro ogni solido limitato da poligoni. 

Nei capp. VII e VIII esamineremo alcuni poliedri. 


1. Cubo, 


Il cubo è il poliedro che avete incontrato più spesso nelle 
vostre esperienze, fin da bambini (fig. 271). 


Fig. 271. 
Hanno infatti forma cubica i dadi, che sono un gioco della 
prima infanzia. 
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10. — Castelnuovo, Geometria infuitiva. 


Ma avete anche incontrato il cubo nel corso dei vostri studi, 
perché l’unità di misura dei volumi è il metro cubo. 

Cubo è quel poliedro che ha per facce sei quadrati uguali. 

Il cubo ha 8 vertici e 12 lati 0 spigoli. 

Osservate (tav. XIII) la riproduzione fotografica dell’Ato- 
mium, simbolo dell’Esposizione Universale tenutasi a Bruxelles 
nel 1958: è un cubo di dimensioni enormi (la distanza fra 
due vertici opposti è di 102 metri) poggiato su un vertice! 


4) AREA DELLA SUPERFICIE, 


Dato che la superficie del cubo è formata da sei quadrati 
uguali, è molto facile trovare la sua area 8: Parea della su- 
perficie del cubo è data 
da 6 volte l’area di una 

faccia. 

Se si indica con 2 la 
lunghezza dello spigolo, 
si avrà: 

8= 60 


Sviluppando su un 
piano la superficie di 
un cubo si ottengono 
naturalmente 6 quadrati 
uguali (fig. 272); vice- 
versa, è facile costruire un cubo in cartoncino a partire dal suo 
sviluppo piano, 


Fig. 272. 


db) VOLUME. 


Se lo spigolo del cubo è lungo m 1, ciascuna delle facee ha 
per area 1 m?, eil cubo ha un volume che si dice di 1 m?; è ap- 
punto il m? che viene assunto come unità di 
misura dei volumi (fig. 213). 

Se il lato del cubo è lungo m 2, quale sarà 
il suo volume? 

La fig. 274 mostra che nel cubo di spigolo 
m 2 sono contenuti 8 cubi di volume 1 m5; 
infatti 4 se ne ottengono dividendo il qua- Fig. 273. 
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drato base in quattro quadrati uguali 
e costruendo su ciascuno di essi un 
cubo, e altri 4 se ne possono costruire 


sopra a questi, 
AZ? Dunque il volume V del cubo di 


spigolo m 2 è: 
a V=m325=m? 8. 


ig. 274. 2) x 
Potete verificare che se lo spigolo 


è di m 3, il cubo contiene 27, cioè 3, cubi unitari. 
Si ha quindi : 
il volume di un cubo si ottiene elevando alla terza po- 
tenza la lunghezza dello spigolo. 


Può accadere di conoscere il volume di un cubo e di doverne 
calcolare la lunghezza dello spigolo. 

Per esempio, se si vuole costruire un serbatoio di forma 
cubica contenente una certa quantità d’acqua (litri 125 — 
dm*125), quale lunghezza dovrà avere lo spigolo? 

Noi dovremo determinare quel numero che elevato al cubo 
dà il valore assegnato per il volume ; nel nostro caso lo spigolo 
dovrà essere lungo dm 5, perché 5° = 125. Si dice che occorre 
estrarre la radice cubica del numero che esprime il volume, e si 
serive, ad esempio : 


seeVv=m? 8. ZI=mv8=m2 


se V= m8 27 
se P= m? 70. /=mV70-m 4,1, 
In generale, scriveremo ; 


1=VV. 


€) DIAGONALE. Fig. 275. 
Le lunghezza della diagonale d del cubo di spigolo ? si ottiene 


applicando due volte il Teorema di Pitagora (fig. 275): prima al 
triangolo BCD per avere la diagonale BO della base, e poi al trian- 
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golo ABC per avere la lunghezza di 4C, che è la diagonale del cubo. 
Si avrà: 


d&=l4+B0= 04 4+P=3h, 
e quindi; 
d=V 3 = IV3. 


d) UN Po’ DI STORIA SUL PROBLEMA DELLA DuPLIcazione \Lnr 
CUBO. 


Nel cap. II, n. 5 abbiamo osservato come raddoppiando il lato 
di un quadrato l’area di questo non raddoppia, ma diventa qua- 
drupla, 

Nel cap. III, n. 4, nelle applicazioni del Teorema di Pitagora, 
abbiamo poi visto come sia facile costruire con riga e compasso 
il lato di un quadrato doppio di uno dato. Abbiamo anche dedicato 
un esercizio (il n. 111 del cap, III) a questo problema, e abbiamo 
detto che in un dialogo di Platone, il Menone, viene immortalata 
la costruzione di un quadrato doppio di un dato. 

Ma anche il problema analogo dello spazio ha una sua storia: 
il problema della duplicazione del cubo è famoso fin dalla più remota 
antichità. 

Ne fa fede una lettera inviata al re Tolomeo III dal geometra 
greco Eratostene, vissuto nel III° see. a. ©. In questo documento 
sì narra che uno degli antichi poeti tragici (forse Euripide) avrebbe 
fatto comparire sulla scena Mino, leggendario re di Creta, nell'atto 
di far costruire una tomba di forma cubica per il figlio Glauco, 
Accortosi delle piccole dimensioni del sepolero, Mino avrebbe ordi- 
nato di raddoppiarlo mantenendolo sempre della stessa forma, e 
avrebbe aggiunto : «raddoppiatene subito tutti i lati ». Ma,... se si 
raddoppiano tutti i lati del cubo, il nuovo cubo non è doppio del 
dato, è 8 volte il dato (fig. 274). 

B allora? Come si costruisce un cubo doppio di uno dato, per 
es. doppio di un enbo di spigolo em 1? 

Il suo lato non deve essere lungo cm 2; e nemmeno — como 
potete facilmente verificare — lungo cm 1,50. Ragioniamo : se lo 
spigolo dato era di cm 1, il volume del cubo dato sarà di em' 1, 
e quello del cubo doppio dovrà essere di ecm? 2. Per quanto abbia 
mo detto al $ b), lo spigolo di quest'ultimo devrà essere lungo 
em VV. 

Ora, è stato dimostrato che un segmento lungo VI non si può 
costruire coi soliti strumenti : riga e compasso. 

Ma è solo recentemente, nel secolo scorso, che è stata portata 
completa luce sul problema della duplicazione del cubo, come su 
quello della trisczione dell'angolo (cap. IV, es. 93) e su quello 
della quadratura del cerchio (cap. VI, n. 7); questi tre problemi, 
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famori dall’antichità, hanno per secoli affaticato tutti i matematici, 
che cercavano di darne una costruzione usando gli strumenti 
elementari; ma i tre problemi erano male impostati: è stato 
appunto dimostrato che è impossibile risolverli usando solo riga 
e compasso, 


2. Parallelepipedo rettangolo. N 


Un altro solido che ricorre spesso nella pratica è il paralle- 
lepipedo rettangolo (fig. 276); hanno questa forma le casse, i 
mattoni, spesso le camere, le vasche, Anche una pila di matto- 


Fig. 276. 


nelle rettangolari uguali e ugualmente disposte può darvi 

l’idea di un parallelepipedo rettangolo (fig. 277). 
Parallelepipedo rettangolo è quel poliedro 

che ha per facce sei rettangoli a due a due 


uguali è paralleli. JT 
Dalla definizione stessa deriva che il cubo 

è un particolare parallelepipedo rettangolo ; 2 

si ha infatti il cubo quando le facce sono 4 

dei quadrati. cu 


Gli spigoli di un parallelepipedo rettan- 
golo non sono tutti uguali; ve ne sono tre 
di lunghezza diversa. Se le lunghezze degli Db 
spigoli sono_g, b, ©, si dice che il paralle- Ge em. 
lepipedo ha le dimensigni a, b, e. __ 

Se, per esempio, si prendono come basi Je facce di dimensioni 
a, b, lo spigolo laterale e è perpendicolare alle basi e rappresenta 
l'altezza, cioè la distanza fra le due basi. 
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&) AREA DELLA SUPERFICIE. 

Se a, è, c sono le dimensioni di un parallelepipedo rettangolo, 
l’area S sarà data dall'area dei sei rettangoli, che sono uguali 
a coppie, e cioè : 

= 2ab + 2ac + 2be. 


Sviluppando sul piano il solido (fig. 278), vi renderete conto 
che si può anche scrivere : 


Sa ph+2A, 


dove abbiamo indicato con p il perimetro della base, con è l’al- 
tezza del parallelepipedo (altezza che corrisponde a una delle 


Fig. 278. 


dimensioni e precisamente alla lunghezza dello spigolo perpen- 
dicolare alle basi) e con A l'area di una base. 

Quindi : Parea della superficie del parallelepipedo rettangolo 
si trova moltiplicando il perimetro di base per l’aliezza e ag- 
giungendo a questo prodotto l'area delle due basi. 

La fig. 278 suggerisce anche il modo di costruire un pa- 
rallelepipedo rettangolo in cartoncino, a partire dal suo sviluppo 
piano. 
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gr LUDUMESS IU INE 


b) VOLUME. 


Per calcolare il volume di un parallelepipedo rettangolo pos- 
siamo immaginare che lo spazio racchiuso dal parallelepipedo 
sia diviso in tanti cubetti unitari (fig. 279) costruiti al modo 
seguente : si riporta l’unità di misura, ad es. il metro, su ogni 


spigolo ; se per es. il metro è contenuto 5 volte su un lato della 
base e due sull’altro lato di base, il rettangolo base potrà scom- 
porsi in 10 quadrati unitari. Su ciascuno di questi si penserà 
di costruire un cubo unitario : si avrà cosi un primo strato di 
10 cubi. Se il metro è poi contenute 3 volte sull’altro spigolo 
(l'altezza del parallelepipedo), è facile vedere che si potranno 
costruire altri due strati di 10 cubi ciascuno. 

Si avranno allora in tutto 30 cubi di 1 m? ciascuno, e quindi 
il volume Y del parallelepipedo rettangolo sarà : 


V=m*10-3=m*30, 


cioè : il volume del parallelepipedo rettangolo si ottiene molti- 
plicando l’area di base per altezza. LI - 


In formola : 
V= Ah, 


dove A è l’area della base ed % l’altezza. 


151 


uu à 


Ma siccome l’area A è data dal prodotto delle dimensioni 
a e b della base, e Paltezza } è lunga come la terza dimensione 


€, potremo serivere : 


V=a-bh-c, 


cioè : il volume del parallelepipedo rettangolo è dato dal pro- 


dotto delle tre dimensioni, - 
È facile verificare che questa formola dà luogo a quella 
del volume del cubo quando gli spigoli sono uguali, cioè se 


a=b=c. 


c) DIAGONALE. 


Anche per calcolare la lunghezza 
della diagonale di un parallelepi- 
pedo rettangolo si applicherà il Teo- 
rema di Pitagora, determinando pri- 
ma la lunghezza della diagonale di 
base (fig. 280). Se con d indichia- 
mo la lunghezza della diagonale del 
parallelepipedo, e con a, è, c le tre 
dimensioni, si avrà: 


| d= Vat+b +03. 1 


3. Parallelepipedo obliquo. 


Abbiamo già incontrato nell’Introduzione, n. 3, un paralle- 
lepipedo non rettangolo. 

Parallelepipedo obliquo è quel poliedro che ha per facce sei 
parallelogrammi a due a due uguali è paralleli. 

Gli spigoli laterali non E AN 
sono perpendicolari alle basi 
come nel caso del parallele- 
pipedo rettangolo, cioè l’al- 
tezza non ha la Iunghezza 
di uno spigolo (fig. 281). 

È chiaro che, come caso = 
particolare, alcune delle facce SSR 
potranno essere dei rettangoli ; anzi, nel parallelepipedo di cui 
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si è parlato nell’Introduzione, le basi e due facce laterali erano 
dei rettangoli, 

È interessante osservare che anche il volume del parallele- 
pipedo obliquo si trova moltiplicando l'area della base per J'al- 
tezza. 

Basta, per rendersene conto, confrontare un parallelepipedo 
obliquo con uno rettangolo avente la base equivalente e la stessa 
altezza (fig. 282), Questi solidi sono tali che, segati con piani 


Uff 


Fig. 282. 


paralleli alla base, danno sempre luogo rispettivamente a un 
parallelogramma e a un rettangolo di uguale area e quindi, 
in virtà del Principio di Cavalieri (vedi Introduzione, n. 3), 
hanno lo stesso volume. Il volume del parallelepipedo obliquo 
sarà dunque dato dalla formola : 


V=A-.h, 


dove A è Parea di base ed 4 Paltezza. 


4. Prisma. 


Pozzi, torri, campanili vi ricordano che 
avete spesso incontrato dei prismi (tavv. X, 
XI, XVI). 

Nel n. 2 abbiamo detto che una pila di 
mattonelle rettangolari uguali e ugualmente 
disposte costituisce un parallelepipedo rettan- 
golo. Per avere un'idea del prisma retto si Pig, 15. 
può immaginare di costruire una pila di 
mattonelle poligonali uguali e ugualmente disposte, ad esem- 
pio di forma esagonale regolare (fig. 283). 
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Un prisma retto è dunque un poliedro che ha per basi due 
poligoni uguali e ugualmente disposti e per facce dei rettangoli 
di cui due lati opposti sono lati corrispondenti dei poligoni 
(fig. 284). 


Fig. 284. 


Se poi le facce sono dei parallelogrammi il prisma si dirà 
obliquo (fig. 285), analogamente a quanto si è detto per il pa- 
rallelepipedo. 

Le facce costituiscono la superfi- 
cie laterale del prisma; spigoli late 
rali, tutti paralleli fra loro, sono i lati 
delle facce che non appartengono alle 
basi. 

Altezza è la distanza fra le basi; se 
il prisma è retto gli spigoli laterali sono 
perpendicolari alle basi e sono lunghi 
come l’altezza. 

Un prisma si dirà poi regolare se le 
basi sono poligoni regolari. 

Da quanto abbiamo detto si com- 
prende che per costruire un prisma 
basta condurre per ogni vertice di un 
poligono delle rette parallele non giacenti sul piano del poli- 
gono e segare queste rette con un piano parallelo al poli- 
gono dato. 
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sir 


sissi te 


a) AREA DELLA SUPERFICIE. 


Lo sviluppo piano di un prisma retto è formato da un rettan- 
golo che ha per base il perimetro del poligono base del prisma e 
come altezza l’altez- 
za del prisma, e da due 
poligoni uguali che 
rappresentano le basi 
(fig. 286). Anzi, par- 
tendo dallo sviluppo 
piano, è possibile ef- 
fettuare facilmente la 
costruzione di un pri- 
sma retto in carton- 
cino. 

L'area della super- 
ficie laterale di un 
prisma retto si otterrà 
moltiplicando il peri- 
metro di base per 
Valtezza ; Parea della 
superficie totale si ot- 
terrà aggiungendo alla 
laterale Varea delle 
due basi. Fig. 280. 

In formola: 


S.=p-h 
S, =p-h+24, 
dove abbiamo indicato con $, e $; l’area della superficie late- 


rale e della superficie totale, e con p, %, ed A rispettivamente 
il perimetro di base, l’altezza e l’area di base. 


6) VoLume. 

Per determinare il volume di un prisma retto, ad es. a base 
esagonale, confrontiamo questo prisma con un parallelepipedo 
rettangolo avente per base un rettangolo equivalente alla base 
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del prisma e per altezza la stessa altezza del prisma (fig. 287). 
Questi due solidi, segati con un piano parallelo alla base e 
condotto alla stessa altezza, danno luogo a sezioni piane aventi, 
evidentemente, la stessa area, e quindi, in virtà del Principio 
di Cavalieri, i due solidi hanno lo stesso volume. 


Fig. 297. 


Non sarebbe difficile dimostrare che un ragionamento ana- 
logo vale anche per i prismi obliqui. 

Possiamo dunque dire che: il volume di un prisma si ot- 
tiene moltiplicando l’area della base per Paltozza. 


e) LA FAMIGLIA DEI PRISMI. 


Dalle considerazioni che abbiamo fatto risulta che: 


1) il parallelepipedo è un particolare prisma : è un prisma 
che ha per basi dei parallelogrammi ; 

2) il cubo è un caso particolare di parallelepipedo : è un 
parallelepipedo che ha per facce dei quadrati. 


Cubo e parallelepipedo appartengono dunque alla famiglia dei 
prismi; allo stesso modo che, in geometria piana, quadrato, ret- 
sangolo e rombo appartengono alla famiglia dei parallelogrammi. 

Potremo scrivere lo schema : 


prisma 
4 
parallelepipedo 
4 
cubo 
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5. Piramide. 


Il nome di piramide ci riporta all'antico Egitto : a quelle 
costruzioni monumentali create sulle rive del Nilo più di 2000 
anni a. O. per servire da tomba dei re ; si trattava di piramidi 
a base quadrata. La più grande, quella di Cheope (tav. XIV), 
risale al 2600 a. C.; ha dimensioni enormi: la base è un 
quadrato di lato m 230 e Paltezza è di m 146. Pensate che 
l’area della base è pit di tre volte l'area della pianta della basi- 
lica di S. Pietro in Roma! 


è 


Ma, per venire ad epoche più recenti, la forma piramidale 
compare molto spesso come tetto di torri o di campanili a base 
poligonale (tav. XVI). 

I disegni qui riprodotti (fig. 288) vi danno l’idea di varie 
forme che possono avere le piramidi. 

Una piramide è un poliedro limitato 
da un poligono (base della piramide) e 
da triangoli (facce della piramide). 

Come caso particolare la base può 
essere anch'essa un triangolo ; la pira- 
mide si dirà appunto triangolare, qua- 
drangolare, ecc., a seconda che la base 
è un poligono di 3, 4, ...lati. 

I triangoli facce costituiscono la su- 
perticie laterale della piramide, e i lati 
di questi triangoli, che non apparten- Fig. 289, 
gono alla base, sono gli spigoli laterali. 

Altezza della piramide è la distanza del vertice dal piano della 
base (fig. 289). 
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Se la base è un poligono regolare la piramide si dice a base 
regolare ; si dirà poi retta a base regolare se Valtezza cade nel 
centro del poligono base (fig. 290). Vv 

Nelle piramidi 
rette a base regolare 
tutte le facce sono 
triangoli isosceli 
uguali; l'altezza re- 
lativa alla base di 
questi triangoli si 
chiama apotema della 
piramide, 

Da quanto ab- 
biamo detto risulta 
che per costruire una 
piramide hasta unire 
un punto V cen i vertici di um poligono il eui piano non passa 
per V (fig. 291). 


Fig. 290. Vig. 241, 


a) AREA DELLA SUPERFICIE. 


Fermiamo lattenzione sulle piramidi rette a base regolare. 

Se sviluppiamo sul piano una piramide retta a base regolare 
otteniamo tanti triangoli uguali quante sono le facce, e un poli- 
gono, il poligono base della pi- 
ramide ; l’altezza di ogni trian- 
golo è l’apotema della pirami- 
de (fig. 292). 

Viceversa, a partire da que- 
sto sviluppo, è facile costruire 
una piramide in cartoncino. 

L’area della superficie late- 
rale è data dunque dalla somma 
delle aree di tutti i triangoli fac- 
ce, cioè dall’area di un.triangolo 
che ha per base il perimetro p 
di base e per altezza l’apotema 
a della piramide. Avremo dun- 
que : Parea della superficie late- 
Fig. 292. rale di una piramide retta a 


dI 


i 


D 


base regolare si ottiene moltiplicando la lunghezza del peri- 
metro di base per l’apotema e dividendo il prodotto per 2. 


{n formola: { fi w# 
da. S 3, 
Spa. aL 24 
L'area della superficie totale sl otterrà ag Isinngendo all'area 
laterale l’area A di base; cioè: 


\ bit pid: ì 
Ì 2 

Se la piramide non è retta a base regolare le facce laterali 
non sono uguali e quindi sono anche disugunali le altezze delle 
varie facce. 

Per calcolare l’area della superficie laterale di una piramide 
qualunque occorre calcolare separatamente l’area di ogni faccia. 


b) VOLUME. 


Ritorniamo alla piramide di Cheope: essa è costruita con 
massi di calcare estratto dalle cave circostanti. Era molto na- 
turale che l’architetto, prima di iniziare il lavoro, volesse avere 
un’idea di quanto materiale sarebbe stato necessario, quale 
volume insomma avrebbe avuto la monumentale costruzione. 

Gli Egiziani avevano solo qualche regola empirica per il 
calcolo del volume della piramide ; bisogna arrivare al mate- 
matico Democrito d’Abdera, vissuto nel 400 a. 0., per avere la 
regola per il volume della piramide. Ma, si può forse pensare 
che, conoscendo gli Egiziani il modo di calcolare il volume del 
cubo, l’architetto abbia avuto l’idea 
di scomporre un cubo in tante pira- 
midi ; ecco come: 

Consideriamo un cubo (fig. 293); 
sia 0 il suo centro. Unendo 0 con i 
vertici del cubo si vengono a costruire 
6 piramidi uguali, aventi come ver- 
tice comune il punto 0 e come basi 
le facce del cubo. In figura abbiamo 
indicato una di queste piramidi. 
Sia A l’area di base ed 4 la sua altezza; l’altezza del cubo sarà, 
evidentemente, 2%. 


Fig. 293. 
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I 
Il volume Y di una piramide sarà allora — del volume del 
cubo ; quindi: 
V = — volume cubo = 


area base - altezza cubo ss 


A-2ha 


wi ale @|H alb 


d 
= 


Dunque: 

il volume della piramide retta a 
base quadrata avente Valtezza lunga metà 
del lato di base è uguale a un terzo del 
Ela: 206: prodotto dell'area di base per Valiezza *, 


Ora, si riesce a dimostrare che la stessa regola vale per una 
piramide qualsiasi, a base non regolare e non retta. Si ha quindi : 
il volume di una piramide è dato da un terzo del prodotto del- 
l’area di base per altezza. 

In formola: 


1 


V= — A_h, 
3 


Se riflettete, vi rendete conto che questa regola significa, 
da un punto di vista pratico, che se un prisma e una piramide, 
realizzati in lamiera in modo che possano servire da recipienti, 
hanno la stessa base e la stessa altezza, bisognerà riempire tre 
volte di sabbia o di liquido la piramide perché questa sostanza 
versata nel prisma lo riempia completamente (figg. 294 e 295). 

Da un punto di vista teorico significa che un prisma deve 
potersì sempre scomporre in tre piramidi equivalenti. 


1 La dimostrazione che abbiamo dato sul volume della piramide si 
trova in un libro di geometria seritto dal matematico francese A. C. CLAI- 
RAUT nel 1741, e intitolato Éléments de giométrie. 
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CAPITOLO OTTAVO 


RETTE. PIANI. DIEDRI. ANGOLOIDI. POLIEDRI RE- 
GOLARI 


1. Posizioni di rette. 


Nello studio dei poliedri (prisma e piramide) abbiamo spesso 
parlato di spigoli e di facce. Tali figure sono infatti formate da 
rette (spigoli) e da piani (facce), e la forma diversa di questi 
poliedri dipende dalla diversa posizione delle rette e dei piani 
che li determinano. 

Fermiamo, per esempio, l’attenzione sul parallelepipedo 
(fig. 296). Alcuni dei suoi spigoli (come 458, 76) sono paralleli, 
altri (come 4B, AF) s'incon- 0 c 
trano, cioè sono incidenti, 
altri ancora (come AB, CH) A na 
non s'incontrano e non sono 
paralleli : si dicono sghembi. 

Considerando il parallele- 
pipedo si mettono in evidenza 
le tre posizioni che possono 
avere due rette nello spazio: p 6 
possono essere parallele (non Fig, 296. 
s'incontrano ma esisteun piano 
che le contiene entrambe), incidenti (s'incontrano in un punto ed 
esiste un piano che le contiene entrambe), sghembe (non 3’incon- 
trano e non esiste un piano che le contiene entrambe). 

Per rendersi conto su un altro esempio delle diverse posi- 
zioni di due rette nello spazio facciamo questa esperienza : 
conficchiamo su un qualunque sostegno (ad esempio una tavo- 
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41, — Castelnuovo, Geometria intuitiva, 


letta di legno) due sottili ferri (per esempio due ferri da calza) 
nei punti A e B; si pensi che questi ferri rappresentino delle 
rette r ed s, cioè si considerino come prolungati indefinitamente 
(fig. 297). 

Immaginiamo di tenere fisso, ad esempio in posizione per- 
pendicolare al piano di sostegno, 
il ferro r e di far ruotare il ferro 8 
attorno al punto B in cui è con- 
ficcato nel piano di sostegno. 

Si osserverà allora che la retta 
s potrà assumere tre diverse posi- 
zioni rispetto ad r, e cioè ; 

1) potrà essere parallela alla»; 
esiste allora un piano che contiene 
reds; 

Fig. 297. 2) potrà incontrare la r in un 

punto ; si osserva che vi sono infi- 

nite possibilità perché s incontri r (basta che s si appoggi 

ad r). Le due rette sono in tal caso incidenti ed esiste un piano 
che le contiene entrambe; 

3) potrà non incontrare la r, cioè r ed s sono sghembe 
fra loro; non esiste allora un piano che le contiene entrambe. 


Se voi realizzate effettivamente l’esperienza ora descritta, 
vi rendete conto che quest’ultimo caso è molto pit frequente 
del caso 2), e, naturalmente, del caso 1). In generale, dunque, 
due rette nello spazio non appartengono allo stesso piano: sono 
sghembe. È un caso particolare che esista un piano che le con- 
tiene entrambe : se esiste questo piano, esse possono essere o 
incidenti o parallele. 


2. Posizioni di piani. Diedri, 


L'esame delle facce di un parallelepipedo ci porta a conside- 
rare le posizioni che possono avere due piani (fig. 296). 

Due sono le posizioni di due piani: 0 sono paralleli (come i 
piani ABCD e FGHE), 0 s'incontrano secondo una retta (come 
ABCD e ADE). 

Ma un parallelepipedo, mantenendo inalterate le lunghezze 
degli spigoli, può assumere varie forme. 
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RE EI SI 


ina 


Immaginate che il parallelepipedo rappresentato in figura 
298 sia costruito con tante asticciole articolate e osservate che 
da un parallelepipedo 
rettangolo si può pas- 
sare a un parallele- 
pipedo obliquo pre- 
mendo su alcuni spi- 
goli, Varia la forma 
del parallelepipedo al 
variare dell’inclina- 
zione di un piano sul- 


Valtro, per esempio Fig. 298. 
del piano ADE? ri- ’ 
spetto al piano base FGHE, cioè — come si dice — al va- 


riare dell'ampiezza del diedro di spigolo FÉ e di facce 
ADEF, PGHE. 
Basta che osserviate intorno 
a voi per vedere tanti esempi 
di diedri : se alzate la copertina 
di un libro, questa forma con 


Fig. 299, Fig. 300. 


la prima pagina un diedro ; nella vostra aula le 4 pareti formano 
col pavimento e col soffitto complessivamente 8 diedri ; le porte 
girevoli degli alberghi sono un eccellente esempio dell’uso dei 
diedri. 

Potremo dunque dire che: due piani che s’incontrano divi- 
dono lo spazio in 4 parti, ciascuna delle quali si chiama diedro 
(fig. 299). 

Se i 4 diedri sono uguali, i piani sono perpendicolari fra loro 
(fig. 300). 


163 


3. Angoloidi. 


Costruiamo una piramide retta a base quadrata al modo 
seguente: su un cartone disegnamo un quadrato 4BCD, che 
sarà la base della nostra piramide; uniamo i vertici opposti 
del quadrato con dei fili elastici e tiriamo il punto d’incontro 
di questi fili in direzione perpendicolare al piano base, tenuto 

fisso (fig. 301). Otterremo tante 
piramidi di ugual base e ver- 
tice variabile. 

Osserviamo che al variare 
della distanza dei vertice dalla 
base varia la forma della pira- 
mide : se la distanza aumenta, 
diminuisce l’angoloide al vertice, 

B cioè la parte di spazio compresa 


D jra le facce della piramide; se 
A invece la distanza diminuisce, 
——— e l’angoloide aumenta. All’aumen- 


Fig. 301. tare dell’angoloide aumenta an- 
che la somma degli angoli delle 
facce concorrenti in esso; ma tale somma non può raggiungere 
i 360° perché in tal caso — «limite» — la piramide verrebbe 
a «degenerare » nel piano base (si schiaccerebbe sulla base). 
Otteniamo dunque la seguente proprietà di cui vedremo 
nelle prossime pagine le notevoli conseguenze : 
La somma degli angoli delle facce di un angoloide deve essere 
sempre minore di 36001, 


4. Poliedri regolari. 


a) I CINQUE TIPI. 


Conosciamo tanti poligoni regolari; e può essere più o 
meno facile costruirli ma possiamo sempre immaginarne con 
un numero qualunque di lati. 


* Si tenga presente che un angoloide può essere determinato anche da 
tre facce concorrenti in un punto ; 0, naturalmente, da più di 4 facce. 
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1 poligoni regolari — sappiamo — hanno lati e angoli uguali. 

Di figure solide abbiamo studiato finora il prisma e la pira- 
mide ; sappiamo che questi solidi si chiamano poliedri. 

La natura ci offre tanti esempi di corpi poliedrici : la mani- 
festazione più perfetta si ha nei cristalli. 

Vi sono fra i poliedri quelli che per le loro proprietà di 
simmetria sono detti regolari. 

Un poliedro è regolare quando ha per facce poligoni regolari 
uguali e ha tutti gli angoloidi uguali. 

Pensate subito al cubo che è il più semplice poliedro regolare. 

A priori si potrebbe supporre che esistessero infiniti tipi 
di poliedri regolari come esistono poligoni regolari di un nu- 
mero qualunque di lati; e si rimane un po’ male a sentire che 
di poliedri regolari non ve ne sono che 5 tipi. 

Vediamo subito perché ; poi cercheremo di costruirli. 

Riflettiamo : in ogni vertice di un poliedro convergeranno 
almeno tre facce ; ma, il fatto che la somma degli angoli delle 
facce di un angoloide deve essere sempre minore di 360° porta 
a dover limitare superiormente il numero delle facce conver- 
genti in un vertice di un poliedro. 

Infatti : se le facce di un poliedro sono triangoli equilateri, 
e quindi ciascuno degli angoli è di 60°, risulta che le facce 
concorrenti in un vertice non possono essere più di 5 (se fos- 
sero anche 6 la somma delle facce concorrenti in un vertice 
sarebbe di 6 - 60° = 360°, e ciò non è possibile). 

Si hanno allora 3 tipi di poliedri regolari con facce trian- 
golari corrispondenti ai seguenti casi: 


1) numero delle facce di un angoloide: 3, 
2) » » » » » » 14 
3) » 0» 0» » 15 


I casi 1), 2), 3) danno luogo rispettivamente ai 3 tipi di 
poliedri regolari : 


tetraedro, ottaedro, icosaedro. 
Questi si possono facilmente costruire come vedremo al $ 8). 


Se le facce del poliedro sono quadrati, per un vertice non 
possono passarne più di 3 : infatti se ne passassero 4, la somma 
delle facce risulterebbe 4 -90° == 3609, 
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Se in un vertice convergono 3 quadrati si ha il cubo 0 esaedro 
regolare. 


Anche con facce pentagoni regolari è possibile costruire un 
solo poliedro regolare : il dodecaedro. La possibilità deriva dal 
fatto che ciascun angolo di un pentagono regolare vale 108° 
(5400:8 = 1080) e: 


31080 < 3600. 
Non è possibile costruire poliedri regolari aventi per facce 


poligoni con un numero di lati superiore a 5 ; anche per l’esagono 
risulta, essendo 120° l’ampiezza di un angolo dell’esagone : 


3.1200 = 3600. 
L'’effettiva esistenza di questi 5 tipi di poliedri deriva dalla 


loro costruzione che si eseguisce a partire dai modelli descritti 
nelle pagine seguenti. 


b) COSTRUZIONE DEI POLIEDRI REGOLARI. 


1) Zetraedro regolare. 


Un triangolo equilatero (fig. 302) si può scomporre in 4 
triangoli equilateri uguali : questi saranno le facce del tetraedro 
regolare. 


N 


Fig. 302. Fig. 303. 


I triangoli 4, B, C vanno piegati lungo le congiungenti i 
punti medi dei lati. 

Il tetraedro regolare (fig. 303) ha 4 facce, 4 verticì, 6 spi- 
goli; è una piramide particolare. 
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2) Ottaedro regolare. 


Per costruire l’ottaedro regolare servitevi dello sviluppo 
rappresentato in fig. 304 : si tratta di 8 triangoli equilateri uguali 
che vanno piegati opportunamente. 

L’ottaedro regolare (fig. 305) ha 8 facce, 6 vertici, 12 spigoli. 


Fig. 304, Fig, 308. 


Possiamo immaginare facilmente questo poliedro pensando 
a due piramidi uguali a base quadrata, disposte una simmetri- 
camente all'altra rispetto al piano base. 


3) Icosacdro regolare. 


Anche di questo poliedro potete costruire facilmente il mo- 
dello in cartoncino basandovi sul disegno della fig. 306, 


Fig. 306. 


L'icosaedro regolare (fig. 307) ha 20 facce, 12 vertici, 30 
spigoli. 
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4) Esaedro regolare 0 cusbo. 


Ne abbiamo già suggercita la costruzione al n. 1 a) del 
cap. VII, 
Il cubo ha 6 facce, 8 veertici, 12 spigoli. 


5) Dodecaedro regolare. 


Per la costruzione di quiesto poliedro regolare servitevi del 
modello della fig. 308 : su ciascun lato di due pentagoni regolari 
4 e B, uguali, è stato costtruito un 
altro pentagono uguale. 


Fig. 309. 


Il dodecaedro regolare (fig. 309) ha 12 facce, 20 vertici, 
30 spigoli. 
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CAPITOLO NONO 


CILINDRO. CONO. SFERA 


1. Cilindro. 


Una delle figure solide che s'incontrano più spesso nella pra- 
tica è il cilindro circolare retto (fig. 310); lo chiameremo sempli- 
cemente cilindro. 


Fig. 310. 


Iì più semplice recipiente ha questa forma; pozzi, serbatoi, 
tubi sono in generale cilindrici, E questa forma si ritrova anche 
spesso in architettura : i più antichi campanili esistenti in Italia 
— quelli di Ravenna -—— hanno forma cilindrica (vedi tav. XV). 

Si comprende perciò come si presenti spesso il problema di 
dover determinare l’area della superficie e il volume di un ci- 
lindro. 
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4) GENERAZIONE DEL CILINDRO. 


Vediamo intanto che si può ottenere un cilindro nei seguenti 


modi : 


(40) 


A 


», 


Fig. 311. 


I) facendo ruotare di un giro completo 
un rettangolo attorno a uno dei suoi lati 
(fig. 311). 

Il lato BC attorno a cui avviene la rota- 
zione è l’asse del cilindro e rappresenta la 
sua altezza, cioè la distanza fra le due basi 
del cilindro ; il lato AD, a questo parallelo, 
assume infinite posizioni che si dicono gene- 
ratrici del cilindro, e gli altri lati del rettan- 
golo costituiscono i raggi delle basi. 

Ogni punto del rettangolo descrive una 
circonferenza che ha il centro sull'asse BC; 
il raggio di questa circonferenza è tanto 
maggiore quanto maggiore è la distanza del 
punto dall’asse. 


II) curvando opportunamente un rettangolo di carta o la- 
miera in modo che due lati opposti coincidano (fig. 312). 


Fig. 312. 


Da queste generazioni risulta chiaro che le basi di un ci- 
lindro sono cerchi e che la superficie laterale è un rettangolo. 


è) AREA DELLA SUPERFICIE. 


Abbiamo detto che il cilindro si può ottenere anche cur. 
vando una superficie rettangolare (una lamiera, un foglio 
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di cartone, ecc.). Questa osservazione ci suggerisce il modo 
per determinare l’area della superficie cilindrica : basta imma- 
ginare di tagliare il cilindro lungo una generatrice e svilup- 
parlo sul piano (fig. 313). 

L’area della superficie 
laterale sarà data dall'area 
di un rettangolo di altezza 
uguale all’altezza del cilin- 
dro eavente per base la lun- 
ghezza della circonferenza. 

Avremo perciò : 

l’area della superficie 

laterale di un cilindro è 
data dal prodotto della lun- 
ghezza della circonferenza 
di base per l’altezza. 

In formola: 


S&S = 2h, 


dove r è il raggio di base Fig. 313. 
ed A Paltezza. 

Otterremo l’area $, della superficie totale aggiungendo al- 
l’area laterale l'arca delle due basi : 


8, = 2nr + h 4 2rr3. 


e) VOLUME, 


Viene spontaneo di seguire, per calcolare 
il volume del cilindro, un metodo analogo a 
quello con cui abbiamo determinato l’area 
del cerchio (cap. VI, n. 5). 

Consideriamo un prisma inscritto nel ci- 
lindro, cioè avente per basi dei poligoni in- 
scritti nei cerchi base del cilindro, e quindi la 
stessa altezza di questo (fig. 314). 

È chiaro che all’aumentare del numero 
dei lati dei poligoni base, aumenterà il numero 
delle facce del prisma ed è intuitivo che il 
volume di questo tenderà al volume del cilindro. 
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Avremo perciò che il volume del cilindro si otterrà come 
quello del prisma, cioè : 
il volume di un cilindro è dato dal prodotto dell’area di base 
per l'altezza. 
In formola: 
V=nr?.h, 


dove r è il raggio di base e A altezza. 


2. Cono. 


Hanno forma di cono circolare retto (fig. 315) — e, per brevità, 
sarà chiamato semplicemente cono — alcuni recipienti (bic- 
chieri, imbuti) e spesso i tetti di torri o campanili ; fra le foto- 
grafie riprodotte nel 
testo potete osservare 
il tetto del campanile 
di S. Apollinare in 
Classe a Ravenna 
(tav. XV) quello della 
Chiesa di S. Stefano 
Rotondo a Roma 
(tav. X.VII)e quelli del 
castello di Chillon in 
Svizzera (tav. XVI). 


A 


Fig. 315. 


@) GENERAZIONE DEL CONO. 


Un cono si può ottenere nei seguenti 
modi : 


I) facendo ruotare di un giro completo 
attorno a un cateto un triangolo rettangolo 
(fig. 316). B 
Il cateto AB attorno a cui avviene la ro- 
tazione è l’asse del cono e rappresenta l’al- c 
tezza, cioè la distanza del vertice dalla base; Fis. 516. 
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l’altro cateto rappresenta il raggio, e l'ipotenusa, in ciascuna delle 
infinite posizioni che assume, dà luogo a una generatrice, 0 apo- 
tema del cono. 

Ogni punto del triangolo descrive una circonferenza di raggio 
tanto maggiore quanto maggiore è la distanza del punto dall'asse. 


II) curvando opportunamente un foglio di carta o lamiera 
avente la forma di settore circolare in modo da portare a coin- 
cidere i due raggi estremi (fig. 317). 


Fig. 317. 


Da queste generazioni risulta chiaro che la base di un cono 
è un cerchio e che la superficie laterale è un settore circolare. 


è) AREA DELLA SUPERFICIE. 


Si può ottenere un cono 
— abbiamo visto — eurvando 
un settore circolare (di lamiera, 
cartone, ecc.); questa osserva- 
zione ci suggerisce il modo per 
determinare l’area della super- 
ficie conica : basta immaginare 
di tagliare il cono lungo una ge- 
neratrice e poi svilupparlo sul 
piano (fig. 318). 
L'area della superficie late- 
rale sarà data dall’area di un Pie. 318. 
settore circolare di raggio uguale all’apotema del cono e arco 
uguale alla lunghezza della circonferenza base. Avremo perciò : 
Varea della superficie lateralè di un cone è data dal semi. 
prodotto della lunghezza della circonferenza base per l’apotema. 
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In formola: 


1 
S= ara = nre 


dove r è il raggio ed a l’apotema. 
Otterremo l’area S, della superficie totale aggiungendo al- 
Parea laterale Parea di base: 


S= va + rt, 


c) VOLUME. 


Per determinare il volume del cono seguiremo un metodo 
analogo a quello seguito per la determinazione del volume del 
cilindro. Confronteremo il cono con una 
piramide. 

Inseriviamo nel cerchio base di un cono 
(fig. 319) un poligono quahinque e con- 
giungiamone tutti i vertici con il vertice 
del cono. Otterremo cosi una piramide 
inscritta nel cono. 

È chiaro che all'aumentare del numero 
dei lati del poligono aumenterà il numero 
delle facce della piramide ed è intuitivo 
che il volume di questa tenderà al volume 
del cono. 

Avremo perciò che il volume del cono 
Fig. 319. si ottiene come quello della piramide, cioè : 


il volume di un cono è dato da un terzo del prodotto del- 
l’area di base per l'altezza. 


In formola : 


1 
Va pres 


dove.r è il raggio di base e 4 l'altezza. 
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8. Sfera. 


La sfera (fig. 320) è il solido più semplice & immaginare ; 
e, proprio per la sua regolarità, la forma sferica è stata diffusa 
fin dai tempi più remoti. 

Il gioco della palla, praticato sia 
da fanciulli che da adulti, era parti. 
colarmente amato in Grecia: nel 
libro VI dell’Odissea, dove vengono 
descritti i divertimenti di Nausicaa 
con le compagne, ne troviamo la più 
antica testimonianza. 

È nota l'utilizzazione della sfera 
nella tecnica : il pallone aerostatico, 
che oggi non si usa più a scopo di na- Earn 
vigazione aerea, viene invece utiliz- dit 
zato per osservazioni scientifiche nella stratosfera, e come ostru- 
zione aerea durante la guerra, 

Hanno forma di semisfera alcuni recipienti, spesso la parte 
interna di fontane ; nell’architettura la forma semisferica trova 
l'applicazione più estetica nelle cupole delle chiese o di man- 
solei. 

Ma, come si ottiene una sfera? 


@) GENERAZIONE DELLA SFERA. 


Riflettete che non si può curvare un pezzo di lamiera di 
nessuna forma in modo da avere una 
sfera ; la sfera è un solido diverso dal 
ilindro e dal cono: non è sviluppa- 
bile sul piano. 

Da questo fatto deriva tutta la 
difficoltà nel riprodurre su carta piana 
le regioni della sfera terrestre. 

Si ottiene una sfera facendo 
ruotare di un giro completo at- 
torno a un diametro un semicer- 
chio (fig. 321), 

Ogni punto del semicerchio de- 
serive, nella rotazione, una: circonfe- 
sie 321 renza che ha per centro un punto 
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del diametro 48, e il cui raggio è tanto maggiore quanto 
maggiore è la sua distanza dall’asse. 

Dal modo stesso con cui si è ottenuta la sfera, risulta che 
tutti i punti della superficie sferica suno ugualmente distanti 
da un punto, detto centro. 

Calcoleremo prima il volume della sfera e poi l’area della sua 
superficie, 


b) VoLumE. 


Il volume della sfera è stato determinato per la prima 
volta da Archimede (vedi n. 4) nel III secolo a. C. 

Qui riportiamo una dimostrazione data ai primi del 1600 da 
Luca Valerio, che insegnò matematica e greco presso antica 
Università di Roma. La dimostrazione di Luca Valerio è comune- 
mente nota col nome di dimostrazione della scodella di Galileo, 
perché Galileo la riporta in uno dei suoi scritti. 

Questa dimostrazione si basa sul Principio di Cavalieri, 

Per essere più chiari divideremo la dimostrazione in tre 
parti : 


1) Volendo determinare il volume V della sfera basterà de- 
terminare il volume della semisfera. 
Si può ottenere una semisfera facendo ruotare di 180° un 
semicerchio di diametro AB attorno al raggio 04 perpendico- 
lare ad AB (fig. 322). 


A o 6 Vogliamo calcolare il 
volume di questa semi. 
sfera. Indichiamone il rag- 
gio con r. 

Conduciamo le tangenti 
al cerchio in 4, B, H; ot- 
terremo il rettangolo 

0 H c 


ABCD. Se anche questo 
rettangolo ruota attorno 
ad OH, genererà un cilindro di raggio HC=r e altezza 
OH =r. 

Risulta chiaro dalla fig. 323 che # volume della semisfera 
si olterrà sottraendo dal volume del cilindro il volume della parte 
tratteggiata, a cui si dà il nome di «scodella di Galileo ». Per 
farvene un’idea pensate effettivamente a una scodella o a un 


Fig. 322. 
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2 ___dLL_L_L_r_r_- 


recipiente qualunque fatto in modo che lo spessore vada mano 
a mano assottigliandosi 
verso i bordi. 

H volume del cilindro 
sappiamo calcolarlo, ma 
non sappiamo invece de- 
terminare quello della sco- 
della. 

Per questa determina- 
zione ci si vale del Princi- 
pio di Cavalieri: si riesce 
a dimostrare che la sco- 
della ha io stesso volume del Sig, 323, 


cono ottenuto facendo ruo- 
tare di 180° il triangolo 
OCD attorno ad OH 


(fig. 324). 

Se riusciamo a dimo- 
strare questa equivalenza 
{della scodella e del cono), 


il volume della semisfera 

sarà dato dalla differenza 

fra il volume del cilindro e 
Vig. o24. quello del cono, 


II) Equivalenza della 

Segando questi due solidi 

con un piano parallelo alla Ce, 
base del cono a distanza @ \ pp ippeozeeiiz SZ 


da O si ottiene un cerchio 4A SEZ, 
{come sezione del cono) e una WIE STI M 


corona circolare (come se- <& <a zzAo ASA 
zione della scodella). LAS 
Basterà far vedere, per il o 


Principio di Cavalieri, che 
cerchio e corona circolare 
hanno la stessa area (fig. 325). Fig. 326. 


* La parte HI può essere omessa, passando direttamente alla parte Il. 
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12. — Castomuoro, Geometria intuitiva. 


L’area del cerchio di centro £ e raggio EF è data da; 


A=n- EP; 
ma: EF = OP, perché EÒP = EPO = 450; quindi: 
A= 05° = na? 


L'area della corona circolare è data da: 
A'=nEM°—nEN° => vw — nEN?, 
ma, per il Teorema di Pitagora applicato al triangolo OEN : 
EN" = ON — 01° = 1° — al: 
quindi : 
A'=rr ne a) + na = ra, 


Risulta dunque : 
A=4', 


e si conelude che cono e scodella sono equivalenti. 


II) Il volume Y' della semisfera sarà: 
V'= Y' (volume cilindro) — Y’*' (volume cono) = 


1 1 2, 
=. r nr r= nr mwi= ar, 
3 3 


Quindi il volume V della sfera sarà: 
4 
V= 3° È 
Il volume della sfera si ottiene prendendo i 4 del prodotto 


a 3 
di x per il cubo del raggio. 


Per comodità dell’allievo riportiamo i punti fondamentali 
della dimostrazione : 


I) si osserva che il volume della semisfera è la differenza 
fra il volume del cilindro e quello della scodella ; 
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II) si dimostra che la scodella è equivalente a un cono che 
ha la stessa base e la stessa altezza del cilindro; 


ITI) si calcola il volume della semisfera sottraendo al vo- 
lume del cilindro quello del cono. 


©) AREA DELLA SUPERFICIE, 


La determinazione della superficie della sfera non è cosi 
semplice come quella dei solidi fin qui considerati ; ciò dipende 
dal fatto che — come abbiamo giù osservato — la sfera non 
è sviluppabile sul piano come il cilindro e il cono. 

Una via per tale determinazione si presenta pensando & 
qualche brillante sfaccettato o a certi fiori (le cosiddette palle 
di neve). 

Si considera /a sfera come suddivisa in tante sottili piramidi 
aventi tutte il vertice nel centro di essa e con le basi disposte sulla 
superficie sferica in modo da formare 
un poliedro inscritto con un numero 
grandissimo di facce (fig. 326). Ab- 
biamo cosi una sfera « sfaccettata », 

Il volume di questo poliedro sarà 
minore di quello della sfera, ma si 
intuisce che aumentando il numero 
delle faccette il volume del poliedro 
tenderà a quello della sfera ; ciascuna 
piramide si assottiglierà e la propria 
altezza tenderà al raggio. La somma 
dei volumi di tutte le piramidi ten- 
derà al volume di una piramide che ha per altezza il raggio r 
della sfera e per base la superficie S della sfera. 

Si avrà perciò : 


Ma noi abbiamo trovato che il volume delîa sfera è dato da: 


4 
V=m8. 
3 
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Dovrà quindi essere : 


Ser LEO 
—— zz 3  — nr 
3 3 ? 
ossia : 
Sor =4n3, 
da cui; 


S == 4nr® 


L'area della superficie della sfera sì ottiene moltiplicando 
per 4 quelia di un cerchio massimo. 


4. Archimede. 


Non c’è persona che non conosca il nome di Archimede ; 
la sua fama è cosi diffusa anche fuori del mondo della cultura 
che il suo nome è diventato — si può dire — sinonimo di 
scienziato, di genio. 

Ma, come sempre accade, il pubblico è colpito più dalle 
scoperte che hanno un’utilizzazione pratica, diretta, che da 
quelle che rimangono in un campo astratto ; cosi i lavori pu- 
ramente matematici di Archimede sono meno conosciuti degli 
altri. 

Archimede, nato a Siracusa, colonia greca, intorno al 287 
a. C., si trovò a vivere in un periodo in cui guerre e agitazioni 
politiche non potevano lasciario completamente libero di de- 
dicarsi a un indirizzo di studi teorici. Siracusa alleatasi coi 
Cartaginesi contro i Romani nella II guerra punica ebbe, per 
la sua posizione, tragiche vicende; racconta lo storico Plu- 
tarco che il re di Siracusa, Gerone, aveva persuaso il sommo 
scienziato della necessità di rivolgere la sua attenzione dalle 
cose speculative a quelle materiali per soddisfare ai bisogni più 
concreti e più sentiti della popolazione. E Tito Livio dice che 
la città sarebbe stata subito presa dai Romani se non vi fosse 
stato un uomo, Archimede, sopra ogni altro contemplatore del cielo 
e della terra, ma più meraviglioso inventore e costruttore di 
macchine guerresche e di ordigni, il quale distruggeva in un 
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momento le faticose opere di offesa contro la città. Ai Romani 
sembrava di lottare non contro uomini ma contro Dei, tanti 
erano i danni che subivano da un nemico invisibile, 

Ma, in cosa consistevano queste potenti macchine guer- 
resche e questi geniali ordigni? Non ci sono scritti di Archi- 
mede che riguardino în particolar modo l’arte militare ; si dice 
infatti che egli non abbia voluto lasciar scritto nulla su quelle 
arti meccaniche che servono solo 2 soddisfare ai bisogni mate- 
riali della vita e alla lotta fra gli uomini. Risulta però, da altri 
suoi lavori, che queste macchine sarebbero state basate sui 
principi fondamentali della statica, su quelli dei galleggianti e 
su quelli dell'ottica. 

Dei primi si ricorda soprattutto io studio delle condizioni 
di equilibrio di una leva; per comprendere l'argomento, pen- 
sate all’altalena realizzata con un’asse messa in bilico su un 
tronco o su un sasso. L’altalena è una leva. Avrete osservato 
che se alle estremità sono seduti due ragazzi aventi lo stesso 
peso, l’altalena è in equilibrio quando sia poggiata nel centro. 
Se invece il ragazzo che si trova a destra è più pesante di quello 
che si trova a sinistra, per avere l’equilibrio, il punto d’appoggio 
dell’asse dovrà trovarsi più vieino all’estremità destra ; le esatte 
condizioni d’equilibrio della leva sono state appunto trovate 
da Archimede, 

Si comprende che sarà possibile, facendo uso di questa 
macchina, sollevare anche un corpo molto pesante (resistenza) 
pur di avere un opportuno punte d'appoggio : occorre rendere 
corta la parte di leva su cui poggia il corpo e lunghissima la 
parte opposta, a cui è applicata la potenza. 

È rimasta celebre al riguardo la frase attribuita ad Archi- 
mede : « Datemi un punto d’appoggio e io solleverò Ia terra ! ». 

Nell'opera Sui galleggianti si trova il cosiddetto Prin- 
cipio di Archimede e i primi metodi per il calcolo della stabilità 
delle navi. 

Avrete certo notato che un corpo immerso in up liquido 
subisce una spinta dal basso verso l'alto; un pezzetto di 
legno, per es., immerso in un recipiente d’acqua, risale a galia 
spinto da una forza verso l’alto, mentre il livello del liquido 
si innalza. 

Ora, Archimede trovò che ur corpo immerso in un liquido 
riceve dal basso verso l'alto una spinta uguale al peso del liquido 
spostato. 
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È appunto basandosi su questo principio — si racconta — 
che egli riusci a scoprire che il re Gerone era stato ingannato 
dall’orefice cui aveva ordinato di fare una corona d’oro di un 
certo peso. L’orefice aveva sostituito una parte dell'oro con 
dell'argento facendo però in modo che il peso fosse quello ordi. 
natogli (vedi per maggiori dettagli gli esercizi del cap. IX 
sul peso specifico). 

Si dice poi che nel libro di Ottica, andato perduto, Archi- 
mede descrivesse la formazione delle immagini date da specchi 
concavi e convessi. La fama di quest’opera ha dato origine 
alla leggenda secondo cui la flotta romana sarebbe stata in- 
cendiata da Archimede per mezzo di specchi concavi. 

Degli studi di geometria pura trattati da Archimede voi 
conoscete la determinazione della lunghezza e dell’area del 
cerchio e quella della superficie e del volume della sfera. Anche 
affacciandosi solo ad alcune delle questioni teoriche da lui 
studiate, potete rendervi conto di quale novità e quale po- 
tenza abbia il metodo matematico di questo scienziato : se 
pensate agli altri argomenti fondamentali su cui abbiamo fer- 
mato l’attenzione (Teorema di Pitagora e somma degli angoli 
di un triangolo), vedete che un tipo diverso di ricerca mate- 
matica ci porta, ad esempio, al calcolo sistematico di n. Una 
ricerea che conduce a considerare non più una sola figura fissa 
(un triangolo rettangolo, per es.), ma una 
successione di figure (i poligoni inscritti e 
circoscritti al cerchio) che variano, all’au- 
mentare del numero dei lati, e i cui peri- 
metri tendono alla circonferenza. 

Sono le prime basi del calcolo infinite- 
simale, che poi fu sviluppato, sulle geniali 
concezioni di Archimede, ben 18 secoli dopo 
dagli scienziati del ‘Rinascimento. 

Storica è anche rimasta la morte di 
Archimede avvenuta nel 212 a. O, : si rac- 
conta che un soldato romano penetrato 
in Siracusa, ormai arresa, lo uccidesse 
mentre stava assorto su una figura geo- 
metrica, ignaro dell’invasione dei Romani e della caduta della 
sua città. 

Gli amici scolpirono sulla sua tomba un cilindro circoscritto 
a una sfera (fig. 327), a ricordo dei suoi studi prediletti. 


Fig. 327. 
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È appunto basandosi su questa scultura che Cicerone rac- 
conta di avere scoperto nei pressi di Siracusa la sepoltura di 
Archimede. 

Archimede è da considerare come il maggiore scienziato 
della Grecia e una delle più alte figure che siano mai esistite, 
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RIFLESSIONI SUL CORSO DI GEOMETRIA 


Geometria intuitiva e geometria razionale. 


Arrivati alla fine del corso di « geometria intuitiva » è bello 
ripensare al cammino percorso, alla linea seguita, e dare una 
idea, sia pur vaga, del corso di geometria — la geometria ra- 
zionale —— che si svolge nelle Scuole secondarie superiori e che 
potrà interessare quelli di voi che proseguiranno negli studi. 

Se sfogliate un libro di geometria razionale vi accorgete che 
si parla di triangoli, di quadrati, di cerchi, di cubi e di sfere, 
che le figure sono quelle stesse che avete incontrato in questo 
testo, e che vengono enunciate delle proprietà — come ad 
esempio il Teorema di Pitagora o quello relativo alla somma 
degli angoli di un triangolo — che spesso vi sono già note. 

Viene perciò spontaneo di chiedersi se il corso di geometria 
razionale consista solo in una ripetizione o in un ampliamento 
del corso di geometria intuitiva. 

Perché possiate comprendere che non si tratta solo di un 
ampliamento ma che è tutta l'impostazione dello studio che è 
differente — e che è proprio in questa diversa struttura che si 
differenziano i due corsi di geometria —, mi allontano per un 
momento dal campo della matematica per portare la vostra 
attenzione su un esempio al di fuori di questi studi ma che 
forse potrà farvi afferrare le strade opposte che si seguono nei 
due corsì. 

Lasciate quindi per qualche istante la geometria e fermatevi 
a considerare uno studio che forse non vi è del tutto nuovo, 
e cioè l’opera degli archeologi. 

Avrete certamente sentito dire come attraverso scavi ar- 
cheologici si riesca a porre in luce monumenti, vasi, affreschi 
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di civiltà passate. Sono a volte oggetti ritrovati per caso, altre 
volte documenti storici e leggende tramandate da generazione 
a generazione, più spesso — oggi -— ricognizioni aeree che 
permettono di osservare appezzamenti di terreno con caratte- 
ristiche tali da distinguersi dalla campagna circostante *, ad 
attestare che in una data zona deve essere fiorita in tempi 
antichi una civiltà, e a consigliare l'archeologo all’escavazione, 
alla rimozione della terra in quella regione. 

Tolto il primo strato di terra vegetale, s’incominciano a in- 
travedere le parti più alte degli edifici, tetti, travature, balconi 
che le vicende geologiche o le guerre o altre cause hanno schiace- 
ciato, carbonizzato, deformato. Ma, il più delle volte (è il caso 
ad esempio di Troia, Pompei, Ostia) non una sola, ma più ci- 
viltà sono fiorite in una stessa zona in epoche diverse. Vi sono 
varie stratificazioni sovrapposte che attestano le differenti vite 
dell'organismo urbano. L’archeologo usa allora, in un primo 
tempo, il metodo inverso del costruttore : procede cioè dall’alto 
in basso, dagli strati superiori ai più profondi, da epoche più 
recenti a quelle più lontane. 

A voi che leggete i poemi di Omero interesserà sapere che 
grandiosi scavi misero in luce che i ruderi trovati in Troia 
sono uno dei più insigni e notevoli esempi del rinnovarsi della 
vita nel medesimo luogo, attraverso un lungo periodo di secoli 
e attraverso varie civiltà. Sono stati trovati ben nove strati 
sovrapposti, da quello eneolitico, risalente a vari secoli avanti 
Cristo, a quello romano : il sesto strato corrispondeva alla città 
omerica. 

Ma l’opera dell’archeologo non termina col portare alla luce 
costruzioni e documenti di antiche civiltà; comincia, dopo il 
lavoro dello scavo e l’entusiasmo della scoperta, un lavoro più 
astratto e più profondo : è l’opera di sistemazione storica, di 


1 Benché non sia il caso di entrare in argomento, vale la pena di chia- 
rire quest’ultimo metodo d'indagine che va acquistando un’importanza 
sempre maggiore nel campo archeologico. Si tratta di questo : le zone dove 
è vissuta una civiltà, dove cioò vi sono resti di costruzioni, presentano, vi. 
ste dall’alto, un aspetto vegetativo che si distingue nettamente dai campi 
circostanti ; ciò dipende dal fatto che la vegetazione (il verde dei prati, 
la qualità delle erbe) risente delle sostanze minerarie contenute nel mate- 
riale con cui si erano fatte le costruzioni, anche se queste risalivano a molti 
secoli orsono. È solo una visione aerea che può mettere in risalto questi 
appezzamenti di terreno a caratteristiche diverso. 
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collegamento fra civiltà e civiltà, è una ricostruzione dalle basi, 
su su, fino alle più recenti tracce umane. Lo studioso non passa 
ora da civiltà più vicine a quelle più antiche, ma segue il cam- 
mino contrario : ricostruisce. 

E ora torniamo alla matematica : come negli scavi archeo- 
logici, cosi nello studio della geometria, siamo partiti dal pro- 
biema più naturale e più necessario, quello della costruzione 
delle figure geometriche e poi del calcolo delle aree; siamo poi 
passati, condotti dallo stesso entusiasmo dello scopritore delle 
antiche civiltà, ad altri problemi e ad altri concetti, che sem- 
bravano imporsi uno dopo l’altro : l'uguaglianza e la similitu- 
dine. 

Ma anche qui il lavoro del matematico non è esaurito : co- 
mincia adesso un compito più astratto e più profondo. È un 
ripensamento delle scoperte fatte, è un collegamento in senso 
inverso di un capitolo col successivo, è la ricostruzione della 
teoria, 

Si parte ora dagli elementi necessari per costruire tutte le 
figure, dalle fondamenta (il punto, la retta, il piano), per poi 
risalire su su, attraverso lo studio dei segmenti e degli angoli, 
alle figure uguali, a quelle equivalenti e a quelle simili. I teoremi 
sono collegati uno all’altro, come gli anelli di una catena. 

È un matematico greco — Euclide — che ha compiuto nel 
IV sec. a. C. questo grandioso lavoro di ricostruzione ; un la- 
voro che rivela una mente geniale e critica insieme. Gli Elementi 
di Euclide — opera immortale di sistemazione logica della 
geometria — costituiscono il trattato classico della geometria antica. 

Nelle scuole medie superiori si espone questa sistemazione 
logica della geometria : le varie proprietà delle figure che avete 
scoperto o intuito vengono a far parte di un tutto organico, a 
base del quale vi sono il punto, la retta e il piano, e dove nulla 
si dimostra che non si basi su questioni precedentemente risolte, 

Credo che vi farà impressione sapere che il testo di geometria 
su cui si studia nelle scuole superiori è, in sostanza, il testo 
degli Elementi di Euclide! 

Pensate : il nome di questo matematico è stato e sarà fa- 
miliare a generazioni e generazioni di studenti; nella storia 
del mondo un uomo solo — Euclide — ha scritto un libro che è 
usato come testo per le scuole da circa 2200 anni! 
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ESERCIZI E COMPLEMENTI 


CAPITOLO PRIMO 


Costruzione materiale di poligoni e disegno geometrico : 
es. 1-36. 


1. È possibile costruire un triangolo con i lati lunghi em 8, cm 3 
e cm 2? Provate è fare la costruzione valendovi di strisce di car- 
tone di quella lunghezza. 


2. Provate ad eseguire con riga e compasso la costruzione di 
un triangolo di lati lunghi cm 8, cm 3 e cm 2. Eseguite successi- 
vamente tre costruzioni iniziando il disegno prima dal lato lungo 
ero 8, poi da quello di em 8 e infine da quello di cm 2. Scrivete quale 
è la posizione dei cerchi nei tre casi. 


3. Disegnate un triangolo equilatero di lato em 5. 


4. Disegnate un triangolo isoscele di base cm 4 e lati uguali 
a em è ciascuno. 


5. Disegnate un triangolo i cui lati siano lunghi cm 4, em 56 
om 6. Come base prendete successivamente em 4, cm 5 e cm 6. 
Otterrete tre triangoli. Come sono? 


6. Disegnate le altezze del triangolo dell’es. 5. 

7, Disegnate un triangolo isoscele di base em 2 e i cui lati 
uguali siano di em 4. Le sue altezze hanno lunghezze diverse? Come 
deve essere un triangolo perché le sue altezze risultino tutte uguali? 

8. Costruite con strisce di cartone un triangolo di base em 8 
e altezza em 6. Si può costruire un solo triangolo che abbia questa 
base e questa altezza? 


9. Disegnate il triangolo isoscele e il triangolo rettangolo di 
base cm 8 e altezza cm 6. 
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10. Realizzate un rettangolo con strisce di cartone o del mecca- 
no. Che cosa avviene della somma delle diagonali quando da rettan- 
golo si passa a parallelogramma? Osservate il caso limite in cui ìl 
parallelogramma si riduce a un segmento. 


11. Su una tavoletta di legno o di grosso cartone tracciate due 
scanalature perpendicolari fra loro. Fate scivolare in queste « guide » 
le viti, vertici di un rombo realizzato col meccano. Osserverete che 
a un dato momento si ha il quadrato ; quando accade? 


12, Considerate la famiglia dei rettangoli, di cui fa parte il qua- 
drato, ottenuta con il dispositivo descritto nel n. 11 f del testo. Varia 
il perimetro di questi rettangoli al variare della forma del rettan- 
golo? Confrontate il caso del quadrato con il caso limite. 


13. Considerate la famiglia dei parallelogrammi, di cui fa parte 
il rombo, ottenuta con il dispositivo descritto nel n. 11 g del testo. 
Varia il perimetro di questi parallelogrammi al variare della forma 
del purallelogramma? Sarebbe possibile sostituire l'elastico con uno 
spago ? 


14. Costruire un quadrilatero con quattro strisce, di cui due 
ugnali fra loro e le altre due pure uguali fra loro ma non alle precedenti, 
facendo in modo che siano collegate le strisce uguali. Come risultano 
le diagonali di questo quadrilatero? Varia la posizione delle digo- 
nali quando, al premere su di un lato, il quadrilatero si deforma? 


15. Quale proprietà il quadrilatero dell’es. precedente ha co- 
mune coì rombo? 

16. Si costruisce un quadrilatero utilizzando tre strisce uguali 
euna doppia di ciascuna di queste. Si può ottenere anche un trapezio ? 
Questo trapezio si può scomporre in triangoli particolari? e quali? 


17. È: sempre possibile con quattro strisce disuguali costruire 
um trapezio rettangolo ? 


18. Disegnare con riga e compasso un quadrato di lato em 8, 


19. Disegnare con riga e compasso un rettangolo di dimensioni 
embsecmi. 


20, Disegnare un rombo di diagonali lunghe em 6 e em 3. 

21. Che partieolarità ha il rombo ottenuto ribaltando un trian- 
golo equilatero attorno a uno dei suoi lati? Disegnatene uno di lato 
om 3. 


22. Disegnate un rombo sapendo che il lato è lungo em 5 e 
che i lati sono perpendicolari fra loro. Che specie di rombo è? 


190 


23. Con cinque strisce uguali si può costruire un pentagono ; 
questo pentagono è sempre regolare? Quali condizioni devono es- 
sere soddisfatte perché sia regolare? 


24. È possibile trasformare un pentagono formato con cin- 
que Siiaoe uguali in un trapezio? Quali particolarità ha questo tra- 
pezio 


25, Disegnare un quadrato dividendo un cerchio in 4 parti 
uguali. 


26. Disegnare un ottagono (poligono di 8 lati) regolare, divi. 
dendo un cerchio in 8 parti uguali, 


21. Dopo aver disegnato un esagono regolare di lato cm 2, si 
costruisca il dodecagono (poligono di 12 lati) regolare, avente lo 
stesso raggio. È possibile, dopo aver disegnato un esagono regolare, 
ottenere un triangolo equilatero? Unendo quali vertici? 


28. Disegnare un trapezio rettangolo di base maggiore lunga 
em 5, base minore cm 3 e altezza cm 2. 


29. Disegnare un trapezio isoscele di base maggiore em 6, lati 
obliqui cm 4 e altezza cm 3. 


30. Disegnare un trapezio di base maggiore em 8, lati obliqui 
em 4 ecm 3e altezza em 2. 

Come deve essere la lunghezza della base maggiore di un tra- 
pezio rispetto alla somma degli altri tre lati perché sia possibile 
costruire il trapezio? 


31, Disegnare un parallelogramma di base em 3 e altezza em 2. 
Resta così determinato il parallelogramma? 


32. Basta dare le misure di due lati consecutivi AB, BC perché 
un parallelogramma resti determinato? 


33. Quanti parallelogrammi restano determinati assegnando le 
misure di due lati consecutivi e dell’altezza? 


34. Descrivere una circonferenza di raggio cm 1,50 e fissare 
su di essa un punto A, Questo punto è il vertice di un triangolo 
isoscele ABC, i cui lati 4B, 40, sono lunghi em 2,50 e tale che B 
e € sono punti della circonferenza. Disegnare il triangolo, 


35. Descritta una circonferenza di raggio cm 1,50, sia 4 un 
punto di essa. Sia questo punto il vertice di un triangolo ABC di 
cui il lato 4 misuri cm 2 e il lato BO em 2,50. Quanti triangoli 
posso disegnare che rispondano ai dati? 
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36. È dato un triangolo equilatero ABC (fig. 328) di lato 
am 3; la lunghezza AC + 08 è quindi di cm 6. 

Si congiungano i punti medi dei lati, 

M, N, P; si ottiene una spezzata poligo- 

È nale. Il percorso AM + MN+NP + PB 
è ancora di cm 6; perché ? 

Si congiungano poi i punti medi dei 

lati dei triangoli AMN, NPB; la nuova 

M P spezzata è ancora di em 8. 

Si può immaginare di ripetere all’infi- 
nito questo procedimento. 'l'utte le spez- 
zate avranno come lunghezza cm 6; ma, 
attenzione al caso «limite » 1 La spezzata 
tende al lato AB, ma si arriverebbe all’as- 

Fig. 328. surdo che una lunghezza di cm 6 dovrebbe 
essere uguale a una lunghezza di cm 3. 

Questo caso mette in evidenza che una proprietà può essere va- 
lida in infiniti casi precedenti il caso «limite » e « cadere » nel caso 
«limite ». 


Sulla piegatura della carta : es. 87-46. 


Una grande invenzione dei Cinesi fu quella della carta; fu il 
Ministro Ts'ai Lun che nel 123 a, €. insegnò a produrre fogli di carta 
con le fibre del gelso, con l’erba cinese, con la canna di bambii, ma- 
terie prime che ancor oggi si usano a questo scopo in alcune località 
dell'Estremo Oriente. 

Più di un secolo prima di Cristo fu prodotta la carta in Cina; 
ma ci vollero più di mille anni perché questa invenzione venisse 
conosciuta in Europa! Uno dei primi paesi dove sorse industria 
della carta in Europa fu l'Italia: a Palermo, presso l'Archivio di 
Stato, si trova il più antico documento di carta europea (è del 1109). 

I Cinesi facevano e fanno ancora grande uso della carta ; anche 
molti giocattoli sono costruiti in carta ; sono proprio loro gli inven- 
tori di quelle scatole, quelle barchette, quegli uccellini, e di tutte 
quelle costruzioni, fatte piegando e ripiegando la carta, che costi- 
tuiscono oggi il passatempo preferito anche di molti bambini europei. 

I Cinesi usavano d metodo della piegatura della carta per costruire 
scacchiere ; essi non avevano infatti per il gioco degli scacchi una 
scacchiera su tavola di legno o di avorio come abbiamo noi, ma 
ogni volta ne preparavano una nuova piegando e ripiegando (8 volte 
da una parte e 8 volte dall’altra) un foglio quadrato. Questa costru- 
zione è descritta in un libro di un poeta cinese del 700 d. C. In tal 
mode venivano a costruire delle rette parallele e delle rette perpendi- 
colari. 


37, Tracciata su un foglio una retta r e un punto P fuori di 


essa, come va piegata la carta in modo da avere la perpendicolare 
ad r per Pî 
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38. Costruire P'asse di un segmento AB, cioè la perpendicolare ad 
AB nel suo punto di mezzo, facendo uso della piegatura della carta. 


39. Quali piegature si devono eseguire per tracciare la parallela 
per un punto P a una retta r? 


40. Si usa spesso îl metodo della piegatura della carta per co- 
struire poligoni regolari. 

Costruite un quadrato piegando la carta (come doppio di un trian- 
golo rettangolo isoscele). 


41. Per avere un triangolo equi- T 


I 
1 
latero di lato AB (fig. 329), si co- ic 
struisce prima con piegatura l’asse r ' 
di AB; poi si piega la carta attorno ' 
a una retta s passante per A scelta [] 
in modo che B si porti in un punte € a 
di r. È facile allora completare la 9 
costruzione. i 
42. La costruzione del pentago- L 
no regolare è semplice e divertente: 4 
prendete una striscia di carta e fa- H 
tene un nodo; stringete il nodo e avre- 
te il pentagono regolare (fig. 330). Fig, 339. 


43. Ritagliate un trian- 
golo rettangolo su un foglio 


di carta e tracciatene con 
E: piegature le tre altezze. Che 
<\ cosa osservate? 
Ottenete poi con piega- 
Fig. 330. ture le tre mediane. 


44, Tracciate, piegando la carta, le altezze e le mediane di un 
triangolo isoscele. 


45. Tracciate con piegature le altezze e le mediane di un trian- 
golo equilatero, Che cosa osservate ? 


48, Un foglio di carta è piegato in due; si ritagliano insieme 
due triangoli generici: questi sono evidentemente uguali. Se ne 
prende uno e si capovolge; si può ancora sovrapperlo all’altro? 

Come devono essere i triangoli perché ciò sia possibile? 


Problemi numerici (V’impostazione di questi può essere faci- 
litata utilizzando semplici materiali descritti qui appres- 
so): es. 47-78. 

Per l'impostazione e la risoluzione di alcuni esercizi, si po- 
trà, prima di disegnare la figura, costruirla materialmente valen- 
dosi di steechini aventi tutti la stessa lunghezza. 
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Un sussidio molto utile al fine della costruzione materiale di 
oligoni soddisfacenti a determinate proprietà e che suggerisce pro- 
Beni di confronto di perimetri ed aree di poligoni è il geopiano 
(ideato dal prof. O. Gattegno dell'Uni- 
versità di Londra). Sì tratta di una ta- 
voletta, generalmente di legno, di forma 
quadrata, su cui sono piantati dei chio- 
di disposti a scacchiera, a una certa di- 
stanza uno dall'altro. Se, per esempio, 
il numero dei chiodi per lato è 5, avre- 
mo in tutto 25 chiodi (fig. 331). Fra 
chiodo e chiodo vengono tesi degli ela- 
stici chiusi di vario colore e grandez- 
za; si formano così dei poligoni. 
Negli esercizi seguenti sarà utile va- 
lersi del geopiano al fine, ad esempio, di 
costruire un rettangolo di base uguale 


Fig. 331. 


al doppio dell’altezzazo di altezza uguale ai i della base, ecc. 
Negli Esercizi del cap. II e del cap. III saranno fatte molte 
applicazioni col « geopiano ». 


47. Un rettangolo ha la base doppia dell’altezza. Se il perimetro 
è dì em 12, quanto sarà, lunga l'altezza e quanto la base? 

(Se si costruisce il rettangolo con degli stecchini uguali, se ne 
disporrà uno per l’altezza e due per la base ; quanti stecchini si sono 
adoperati in tutto? Per sapere quanto è Innga l'altezza bisognerà 
dividere il perimetro per il numero degli stecchini adoperati). 


TT? TA8ILA base di un rettangolo è tripla dell'altezza e il perimetro 
è di cm 24. Determinare le dimensioni del rettangolo. 


(49) L'altezza di un rettangolo è i della base e il perimetro 
è di em 30. Determinare le dimensioni. 


—_— 7 La somma delle dimensioni di un rettangolo è di cm 42 
a la base è sette volte l’altezza. Determinare le dimensioni. 

51. La differenza fra la base e l’altezza di un rettangolo è di 

em 4 e la base èil triplo dell’aitezza. Determinare le dimensioni. 


52. Un triangolo isoscele ha il perimetro di cm 20 e ciascuno 
dei lati uguali è doppio della base. Determinare le lunghezze dei lati. 


53. Un triangolo isoscele ha il perimetro di dm 21 e ciascuno 
dei lati uguali è triplo della base. Determinare le lunghezze dei lati. 


\}64.) La base di un triangolo isoscele è tripla dell’altezza ad essa 
relativa e la loro somma è di dm 18. Determinare base ed altezza. 
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55. Calcolare base e altezza di un rettangolo di perimetro em 20 
sapendo che l'altezza è i i della base, cioè se la base si compone 


di tre segmenti uguali, AA di due segmenti uguali 
ai precedenti. (Quanti segmenti ‘uguali si avranno in tutte 1). 


PA Calcolare le dimensioni di un rettangolo sapendo che Ra 
rimetro è di dm 28 e che il rapporto îra la base e l'altezza 3 i =. 
AD Calcolare le dimensioni di un rettangolo sapendo che l’al- 

tezzà è i i della base e che la somma delle dimensioni'e di cm 28. 


Ge)ta ‘differenza fra le dimensioni di un rettangolo è di dm 8 
e il loro rapporto è i. Determinare le dimensioni. 


(59) ID rapporto fra la base di un triangolo isoscele e ciascuno dei 
£ 
lati uguali è 3° il perimetro è di em 20. Determinare la lunghezza 
dei lati. 


x“ 60, Ciascuno dei lati uguali di un triangolo isoscele è i i 


della base. Sapendo ché il perimetro è di cm 39, determinare la lun- 
ghezza dei lati. 


61. In un triangolo pedi l’ipotenusa è i + del cateto mi- 


nore 6 il cateto maggiore è i 7 Gel minore, Sapendo che il perimetro 


è di cm 48, determinare la lunghezza dei tre lati. 


Il lato maggiore di un triangolo è gli Li del lato minore 
5 
e questo è i T del lato medio. Sapendo che il perimetro è di dm 38, 


determinare la lunghezza dei tre lati, 


(€3) La somma delle diagonali di un rombo è di em 12 e una 
è tripla dell’altra. Determinare le diagonali. 


dl La somma delle diagonali di un rombo è di cm 20) eil loro 


5 
rapporto è 3 Determinare le diagonali. 
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65. Un trapezio rettangolo ha il perimetro di dm 36, la base 


maggiore i 1 della minore, l’altezza uguale alla base minore e il 


lato obliquo uguale ai 3 della base minore. Determinare la lun- 
ghezza di tutti i lati. 

66. Determinare la lunghezza dei lati di un trapezio isoscele 
sapendo che il perimetro è di cm 30, che la base maggiore è i LI 
della minore e che i lati obliqui sono ciascuno il doppio della base 
minore, 

@)1a base di un triangolo isoscele è i x dell’altezza e mi. 


sura cm 6. Quanto è lunga l'altezza? 


Ciascuno dei lati ugnali di un triangolo isoscele è di em 8 
ed è i + della base. Determinare il perimetro del triangolo. 


@yl'ipotennsa di un triangolo rettangolo è di em 26 ed è i 
w del cateto maggiore. Determinare il cateto maggiore. 
12 


5 del minore, determinare il pe- 


Sapendo poi che questo è i 
rimetro. 
20. Un trapezio isoscele ha la base maggiore tripla della minore ; 
5 
ciascuno dei lati obliqui è di em 10 ed è i = della base minore. De- 
terminare il perimetro del trapezio. 
11. Ciascuno dei lati uguali di un triangolo isoscele supera 
di cm 1 la base. Sapendo che il perimetro è di em 14, determinare 
la lunghezza dei lati. (Se si sottrae em 2 al perimetro si ottiene 


una lunghezza di em 12 che equivale a tre segmenti uguali alla 
base, ...). 


72, La base di un riabgolo isoscele supera di em 4 ciascuno dei 
lati uguali. Se il perimetro è di cm 25, quanto sono lunghi i lati? 


23. Calcolare i lati di un triangolo isoscele avente il perimetro 
di cm 128 sapendo che la base è di em.28 minore di un lato. 


14, Calcolare i lati di um triangolo isoscele sapendo che uno dei 


due lati uguali supera di cm 24 il doppio della base e che il perimetro 
è di cm 428. 
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75. Caleolare base e altezza di un rettangolo avente il peri. 
metro di em 180 sapendo che la base supera l’altezza di cm 38. 


76. Il perimetro di un triangolo è em 15, Il lato medio è di 
em 2 più lungo del minore e di cm 2 più corto del maggiore. Quale 
è la lunghezza dei tre lati? 


17. Un triangolo rettangolo ha il perimetro di cm 24 ; il cateto 
maggiore supera il minore di em 2 e l’ipotenusa supera il cateto mag- 
giore anche di cm 2. Determinare i tre lati. 


78. Lo stesso problema indicato nell’es. precedente, supponendo 
il perimetro di cm 30 e sapendo che il cateto maggiore supera il mi 
nore di em 7 e che l’ipotenusa supera il cateto maggiore di em 1. 
Simmetria : es. 79-83. 


79. Fra le figure geometriche piane che conoscete, quali sono 
simmetriche rispetto a un asse? 


80. Un triangolo qualunque è simmetrico rispetto a un asse? 
E un triangolo isoscele? E l’equilatero ? 


81. Per un quadrato quali sono gli assi di simmetria? E per 
un rettangolo? E per un rombo? 

Un paralielogramma ha assi di simmetria? 

82. Il quadrato ha un centro di simmetria? E il rettangolo? 


83. Come deve essere un trapezio per avere un as e di simmetria ? 


Applicazioni pratiche : es. 84-87. 


84. Provate a verificare l'esattezza della vostra riga seguendo 
questo procedimento : segnate sul foglio due punti A e B, che di- 
stino fra loro meno della lunghezza della riga, costruite il segmento 
AB facendo uso della riga. Poi, rivoltate la riga (come è indicato 
in fig. 332) ed eseguite la stessa costruzione. 


yer È’ 9) + 


e 


) 
I 

A 8 
Fig. 332. 


Se la riga è esatta i due segmenti AB coincidono ; altrimenti 
si hanno due linee come in d). 
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85. Spiegate, osservando la fig. 333, come si verifica l’esat- 
tezza di una squadra usando il ribaltamento, 


VANGANIZAN 


C [ ] 86. Nell’artigianato 

si usano squadre costi- 

tuite da due regoli uniti 

per un estremo e perpen- 

dicolari fraloro (fig. 334). 

Si chiamano «sgua- 

dre a T> 0 squadre da 
carpentiere. 

Osservate (fig. 335) 
come il falegname dispo- 
ne una squadra a T per 
tagliare una tavola ret- 
Fig. 394. tangolare di legno. 


87. La livella da muratore, 
che serve per vedere se due 
luoghi si trovano allo stesso 
livello, è formata da un trian- 
golo isoscele di legno (fig. 336) 
al cui vertice è appeso un filo 
a piombo. Se il piano su cui 
la livella è posata è perfetta- 
mente orizzontale, il filo a 
piombo passa per il punto di 
mezzo della base 48, punto 
che è segnato con un’incisicne. 


Fig. 335. 


Tale strumento serve 
anche per misurare le dif- 
ferenze di livello fra due 
luoghi E e K (fig. 337). Si 
fissano due pali verticali 
(facendo uso del filo a piom- 
bo) in A e X; su di essi 
possono scorrere dei dadi a 
Vite. Un’asta DE su cui è 
disposta una livella, poggia 
su due dadi. Si sposta una 


198 


d 
i 


vite fino a che il filo a piombo della livella passi per il punto 


medio della base. Allora 
l'asta DE è orizzontale. 
Si misurano le distanze 
HD, KE; la differenza 
delle lunghezze dà la dif- 
ferenza di livello cercata. 

La livella da car- 
pentiere fatta con il tri- 
angolo isoscele è stata 
usata fin dalla più re- 
mota antichità. 

Plinio il vecchio, 
scrittore del I° secolo d. 
C., attribuisce l’inven- 
zione a Teodoro di Sa- 
mo, vissuto nel VI seo. 
a. 0. 


Fig. 337. 


Ellisse e parabola : es. 88-89. 


88. La costruzione delle aiuole nei giardini 
Il giardiniere per piantare dei fiori in cerchio non usa, evi 
dentemente, i soliti compassi. Ne fabbrica uno in modo semplicissi» 


Fig. 388. 


p pi 


Fig. 339. 


mo; chiunque sarebbe capace: 
prende una corda e la fissa a un 
piolo P; si sposta poi in modo che 
la corda rimanga sempre tesa. 
L'estremo A della corda descrive 
una circonferenza. 

Molte volte le aiuole non han- 
no forma di cerchio, ma sono ovali: 
hanno la forma di ellisse (fig. 338). 

Come fa il giardiniere a trac- 
ciarle? 


Fie. 340. 


Anche qui fa uso della corda : fissa due pioli P e P' sul terreno 
e lega a ciascuno di essi gli estremi di una corda (fig. 339), poi si 
sposta in modo che la corda sia sempre ben tesa. La punta del ba- 
stone A deserive sul terreno umn’ellisse {fig. 340), 
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Gli archi usati in molte costruzioni antiche 6 moderne hanno 
forma di ellisse ; la volta di alcuni ponti ha la forma di mezza el- 
lisse. Osservate gli archi che sostengo- 
no la volta di una sala del Palazzo dei 
Priori a Perugia (tav. XVIII): hanno, 
approssimativamente, la forma di se 

miellisse. 

Un tempo si credeva che le orbite 
descritte dai pianeti fossero circolari; si 
trovò poi che hanno forma ellittica. 

Se si deve disegnare un cerchio in 
prospettiva, si traccia invece un’ellisse. 

È vero che la sezione di una co- 
Jonna cilindrica è un cerchio, ma noi la 
vediamo come un’ellisse (fig. 341). 


89. La palla tirata a un compa- 

gno deserive una parabola (fig. 342). 

Fig. 341, Se la palla è tirata verticalmente 

essa ritorna sul cammino percorso all’an- 

data : la parabola si schiaccia, si dice che «degenera in una retta». 
Cost la traiettoria descritta da un proiettile è parabolica. 

Una massa d’acqua che precipita giù da una scarpata non cade 

verticalmente, ma descrive un arco di parabola. 


e TT 


Fig. 342, 


Le volte di molti archi hanno forma parabolica (fig. 343); a 
parità di quantità di materiale un arco di forma parabolica è più 
forte di un arco circolare 
(vedi lariproduzione del Pon FE=7= "= ema a 
te Nomentano, tav. IX) e di 
un arco ellittico (vedi la ri- 
produzione degli archi nel 
Palazzo dei Priori a Perugia, 
tav. XVIII). K 

Osservate poi la ripro- Diubgii 
duzione del Ponte G. Wash- 
ington di New York (tav. XIX); avete l'esempio di una parabola 
rivolta verso l’alto. 
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N Ponte &G. Washington ha proporzioni enormi: la sua lunghezza 
supera un chilometro, le torri sono alte 183 metri. E — dato vera- 
mente impressionante — le gomene maestre contengono più di 
160.000 km di filo d’acciaio, abbastanza cioè per poter fare il giro 
della terra all'equatore ben quattro volte! La costruzione del Ponte 
Washington fu terminata nel 1931, 
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CAPITOLO SECONDO 


Problemi di interesse pratico : es. 1-12. 


1. Il piano di uno scrittoio ha le dimensioni di m 1,30 e em 70. 
Quanto panno dell’altezza di cm 50 devo comprare volendo che tutto 
intorno rimanga una striscia larga cm 10 senza panno? 


2. Ho un quadretto di dimensioni cm 22 e cm 18. Compro 
un'asticciola di legno per fare la cornice; quanti em ne devo com- 
prare se voglio che rimanga un contorno bianco (fra quadro e cor- 
nice) di larghezza cm 37 


3. Voglio ricoprire un libro alto cm 19, largo em 13 e la eni 
costola è di cm 2 con della carta alta cm 30. Quanta ne devo com- 
prare volendo che la striscia di carta ripiegata abbia sempre la 
Btessa larghezza e utilizzando tale striscia in modo che ia sua al- 
tezza venga disposta sull’altezza del libro? 


4. Sul pavimento di una sala quadrata di m 5 di lato si distende 
un tappeto i eni bordi si trovano a cm 75 dalle pareti. Determi- 
nare il perimetro e Varea del tappeto. 


5. Una tavola quadrata ha il perimetro di m 5,60. Si vuole 
ricoprire con un tappeto che deve pendere da ogni parte di em 20. 
Si vuole bordare questo tappeto con una frangia. Quanti metri di 
frangia occorrono? 


6. Un foglio di carta rettangolare ha le dimensioni di em 20 
e em 26. Si taglia dai quattro lati una striscia di larghezza cm 2. 
Di quanto è stata diminuita l’area primitiva? 

2. Un terreno rettangolare ha il perimetro di m 220. Se ne vende 
una striscia di m° 240, di cui la larghezza, presa sul lato più lungo 
del rettangolo, è di m 8. Si domanda l’area del campo non venduto. 


8. Si è seminato un campo rettangolare lungo m 60 e largo 
m 34,80. I solchi, tracciati nel senso della lunghezza, sono larghi 
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cm 24. Determinare il numero dei solchi e il cammino totale percorsa 
dal contadino. 


66 12 66 
9. Sul terreno rettangolare I/ NÎ 
riprodotto nella fig. 344 si è co- 
struita una casa e si sono colti» I 
vati a fiori quattro piccoli trian- 
goli uguali. Trovare la superfi- 
cie rimanente servendosi dei dati N /) 6 


seritti in figura, espressi în me- 
tri. Fig. 344. 


. 10. Determinare l’area dei pavimenti 
riprodotti nelle fig. 345 valendosi delle 
misure indicate, espresse in metri. 


11. Dividere la fig. 346 in due parti 
di cui sappiate calcolare Parea e trovare 
poi l'area totale, valendosi dei dati scritti. 


3 
wi 
DI) 
210 
2,9 29 
1,2 
v 
mi 


3,15 


Fig.[346, 
o c 


n 


5,00 
Fig. 245, 


12. L’arco Persiano (fig. 347), M N 

che è spesso usato in decorazioni, si 

costruisce facilmente con riga e com- 

passo disegnando due triangoli equi- 

lateri uguali. Iustrare il procedi. 

mento. Dimostrare poi che l’area 

compresa dall'arco e dalla base AB A GI 8 
è uguale all’area del triangolo ABC. Fig. 241. 


Problemi numerici (l’împostazione di alcuni di questi può 
essere facilitata utilizzando semplici materiali): es. 
13-57. 


13. Ho un quadrato di lato m 8; congiungendo i punti medi 
dei lati ho un altro quadrato ; continuo cosi l'operazione. 

Come è l’area del secondo quadrate rispetto all'area del primo? 
e quella del terzo? e del quarto? 


14, Ho un rettangolo di dimensioni m 6 e dm 80. Procedo co- 
me nell’esercizio precedente. Ho alternativamente rettangoli e rombi. 
Calcolare le aree di queste figure e dire come si succedono. 

Osservate questo motivo nelle decorazioni dell'interno della Chie- 
82 di S. Sabina a Roma (tav. V). Trovate spesso queste figure nelle 
decorazioni di chiese e costruzioni romaniche. 


15. Sapreste fare qualche costruzione del tipo dei due esercizi 
precedenti con altre figure geometriche? Per esempio con triangoli ? 


16. L'altezza di un rettangolo è i a della base e il perimetro 


è di em 28. Determinare l’area del rettangolo. 


17. L'altezza di un rettangolo è i + della base e il perimetro 


è di cm 48. Determinare l’area del rettangolo. 
Se con lo stesso perimetro si costruisce un quadrato, quanto 
risulterà l’area del quadrato? 


18. Il rapporto fra la base e l'altezza di un rettangolo è i 
e la somma delle dimensioni è di cm 40. Determinare l’area del ret- 
tangolo e l’area di un quadrato che abbia lo stesso perimetro. 

19. La base di un rettangolo è i £ dell’altezza e la differenza 
fra le due dimensioni è di cm 10. Determinare l’area del rettangolo. 


20. La base di un rettangolo supera di cm 2 l'altezza. Sapendo 
che la somma delle dimensioni è di em 10, determinare l’area del 
rettangolo. 


21. La base di un rettangolo supera il doppio dell’altezza di 
dm 0,4 e la somma delle dimensioni è di em 16. Determinare l’area 
de rettangolo. 


22. L'altezza di un rettangolo supera di cm 3 la base e il peri- 
metro è di em 26. Determinare l’area del rettangolo. 


204 


Calcolare poi l’area di un quadrato che ha lo stesso perimetro 
del rettangolo. 


23. Si scambiano due campi della stessa area, l’uno quadrato 
e l’altro rettangolare. Il perimetro del campo rettangolare è di 
m 500. Sapendo che la lunghezza del campo rettangolare è 4 volte 
la larghezza, calcolare le dimensioni del campo rettangolare e il lato 
di quello quadrato. (Osservate che una dimensione del rettangolo 
si comporrà di 4 parti uguali all’altra). 


24. Pietro ha un campo quadrato di m 600 di perimetro; 
Giovanni ne ha uno rettangolare dello stesso perimetro 6 in cui la 
base è tripla dell'altezza e propone a Pietro di fare il cambio, Con- 
viene a Pietro di accettare? Che cosa osservate? Accade .sempre che 
fra un quadrato e un rettangolo aventi lo stesso perimetro il qua- 
drato ha area maggiore? 


25. Il rapporto fra la base di un triangolo e l’altezza è 7 e 
la loro somma è di em 26. Determinare l’area del triangolo. 


Le 
26. L'altezza di un triangolo è i 3 della base e la loro dif- 


ferenza è di em 7. Determinare l’area del triangolo. 

Cambia l’avea del triangolo al variare della forma (triangolo 
isoscele, triangolo rettangolo, ece.}, ma restando fissi i dati del pro- 
blema ? 


27. In un triangolo rettangolo l’ipotenusa è i + del cateto mi- 


4 P i PI 
nore e il cateto maggiore è i wi del minore; il perimetro è di 
dm 24, Determinare la lunghezza dei lati e l’area del triangolo. 


28. Riferendosi all’es. precedente, detericinare l'altezza rela- 
tiva all’ipotenusa del triangolo rettangolo. (Una volta calcolata 
Varea del triangolo, basterà dividere la doppia area per l’ipotenusa, 
considerata come base...) 


29. Un triangolo isoscele ha il perimetro di em 32 e la base 
supera un lato di cm 2. Determinare la lunghezza dei tre lati. 

Sapendo che l’altezza relativa alla base è di cm 8, calcolare 
Parea. Calcolare poi la lunghezza dell’altezza relativa 2 ciascuno 
dei lati uguali (ragionate cosî : come base del triangolo si può pren- 
dere, naturalmente, anche uno dei lati uguali ; si tratta di calcolare 
Paltezza relativa a questo lato. Noi conosciamo l’area del triangolo 
e il lato che ora assumiamo come base; dovremo allora raddop- 
piare l’area e dividerla per...). 
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30. Due lati di un triangolo sono lunghi cm 8 e em 6, e 
Paltezza relativa al più lungo di questi è di cm 5. Determinare 
l'altezza relativa all’altro lato (vedi problema precedente, ultima 
parte). 


31. Un triangolo ha il perimetro di em 12; il cateto maggiore 
supera il minore di cm 1 e l’ipotenusa supera il cateto maggiore 
di em 1. Determinare la lunghezza dei tre lati, l’area del triangolo 
e l'altezza relativa all’ipotenusa. 


a. Determinare l’area di un trapezio di basi lunghe m 10 
e m 6,2 e altezza uguale a m 8,1. 


“33, Un trapezio ha la base maggiore tripla della minore e la 
loro somma è di em 24. 
Determinare le due basi. 
Sapendo poi che l’area del trapezio è di cm* 96 calcolare l'altezza. 


34. L'area di un trapezio è cm? 100 e l'altezza è em 4. De- 
terminare le basi sapendo che la maggiore è il quadruplo della 
minore. È 


35, Un quadrato e un rombo hanno lo stesso perimetro di m 20. 
Calcolare l’area del quadrato e quella del rombo sapendo che l'al 
tezza di questo è di m 2,4. 

Se una diagonale del rombo misura m 6, quanto è lunga Paltra 
diagonale ? 


36. Un trapezio di area m° b4 ha l'altezza di m 9 e una base 


+ dell’altra. Determinare le basi. 


37. Un trapezio di area m* 49 ha l'altezza di m 7 e una base i 
i dell’altra. Determinare le basi. 

38. In un rombo una diagonale è tripla dell'altra e la loro somma 
è di cm 30. Determinare l’area. 


39. In un rombo una diagonale è i i dell'altra e la loro somma 


è m 14. Determinare l’area, 


40, In un rombo l’area è di m? 40 e l'altezza di m 4, Determi. 
nare il perimetro. 


41, L'area di un rettangolo è m? 36 e la lunghezza è îl qua- 


druplo della larghezza, trovare le dimensioni, (Conviene eseguire 
esattamente il disegno: il rettangolo si divide in 4 quadrati...). 
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42, L’area di un rettangolo è cm? 640 e l’altezza è i i della 


base. Determinare le dimensioni. (Dividete l'altezza in 2 parti 
uguali e la base in 5; il rettangolo resta diviso in...). 


43. L'area di rettangolo è em? 432 e Daltezza è i i della 
base. Determinare le dimensioni. 


44, L’area di un triangolo rettangolo è m° 81 e un cateto è 
doppio dell’altro. Determinare la lunghezza dei cateti (Il triangolo 
rettangolo è la metà di un rettangolo...). 


45. L'area di un triangolo rettangolo è m? 147 e il cateto minore 


è i 3 del maggiore. Determinare i cateti. 


46, L'area di un triangolo rettangolo è m? 36 e l’ipotenusa è 
il doppio dell’altezza ad essa relativa. Determinare ipotenusa e al- 
tezza. (Il triangolo rettangolo è la quarta parte di un quadrato 
che ha per lato l'ipotenusa). 


47. Dato un quadrato ABCD se ne traccino le diagonali; si 
conducano poi le parallele a queste dai vertici. Si ha un nuovo qua- 
drato ; come è rispetto al quadrato dato? Si ottiene cosi un mezzo 
rapido per calcolare l’area di un quadrato di cui è data la lunghezza 
della diagonale ; perché? 

Quale è Parea di un quadrato la cui diagonale è lunga cm 8? 


Negli esercizi seguenti, sul geopiano, sì prenda come unità di 
misura la distanza fra due chiodi consecutivi e che si trovano su una 
parallela al bordo del geopiano: es. 48-57, 


48. Perché i tre triangoli rappresentati nella fig. 348 sono equi- 
valenti? Calcolarne l’area. 


Fig, 348. Fig. 349. 


49, Perché i due triangoli rappresentati nella fig. 349 sono equi- 
valenti? Calcolarne l’area. 
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50. Perché triangolo e rettangolo rappresentati nella fig. 350 
sono equivalenti? Calcolarne l’area. 


51. Il quadrato è doppio del triangolo (fig. 351). Perché? Quanto 
risulta l’area? 


Fig. 850. Fig. 361. 


52. Quadrato e rettangolo (fig. 352) sono equivalenti. Calcolarne 
area e perimetro. 


53, Dimostrare che le aree dei triangoli rappresentati nella 
fig. 353 stanno fra loro come 1:2:3:4. 


Fig. 852. Fig. 353, 


54. Dimostrare che le aree dei triangoli rappresentati nella 
fig. 354 stanno fra loro come 1:2:3:4. 


55. Calcolare l’area del poligono riprodotto nella fig. 355. 


56. Calcolare l’area del poligono riprodotto nella fig. 356. 


iii ie 
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52. Che parte è il triangolo del quadrato (fig. 357) ? Basandosi 
su questa figura suggerire un modo per dividere un quadrato in 
4 parti equivalenti ma non uguali. 


Fig. 354. Fig. 355, 


Fig, 356. Fig. 367. 


Figure variabili con continuità: es. 58-69. 


58, Fra l’indice e il pollice delle due mani tenete ben teso uno 
spago legato in modo da realizzare un rettangolo, il cui contorno 
sia appunto lo spago. Allontanando e avvicinando le dita della stessa 
mano, si ha una serie di rettangoli sempre di ngual perimetro (la 
lunghezza dello spago), ma in cui variano la base e l'altezza. 

L’area rimarrà sempre la stessa ? Osservate che nei casi « limite » 
(quando cioè una delle dimensioni del rettangolo tende a zero) 
l’area del rettangolo tende a zero. Osservate anche che di questa 
serie di rettangoli fa parte il quadrato. 

Immaginate che lo spago sia di em 60 e calcolate l’area dei ret- 
tangoli neì seguenti casi : 

1) una dimensione di em 28 e quindi l’altra di cm 2; 

2) una dimensione di cm 24 e quindi l’altra di om 6; 

3) una dimensione di cm 20; 

4) una dimensione di cm 15. 
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14. — Castelnuovo, Geometria intuitiva. 


59, Quanti triangoli ci sono con la stessa base e la stessa altezza ? 
Costruite, valendovi dei geopiano, dei triangoli aventi la stessa base 
(base comune) e la stessa altezza; dove sono disposti i vertici op- 
posti alla base? Come risulta l’area di questi triangoli ? 


60, Riferendovi all’es. prec., se riducete a metà la base comune 
dei triangoli, come dovete prendere l’altezza in modo da ottenere 
deì triangoli equivalenti ai precedenti? e se raddoppiate la base? 
e se la triplicate? 


61. Su una tavoletta rettangolare di legno piantate due chiodi 
A, B in modo che il segmento AB sia parallelo a uno dei lati della 
tavoletta. Tendete poi, a una certa distanza. un filo di ferro soste- 
nuto da altri due chiodi e parallelo ad AB. Se fate in modo che un 
filo elastico abbracci il fil di ferro e che ì suoi estremi siano fissati 
ad Ae a B, ottenete tanti triangoli di base AB e di cui un vertice 
è un punto del filo di ferro, 

Questi triangoli hanno la stessa area? e perché? 

Hanno anche lo stesso perimetro? osservate che il triangolo 
isoscele ba il minimo perimetro. Si potrebbe sostituire il filo ela 
stico con uno spago? 

(Su questo argomento si tornerà nel cap. III, es. 97). 


62, In questi ultimi esercizi abbiamo considerato triangoli 
aventi la stessa area e la stessa base; essi non avevano lo stesso 
perimetro. 

È interessante considerare triangoli di ugnal base e ugual peri- 
metro (tali cioè che la somma degli altri due lati sia costante) ; 
questi triangoli non hanno la stessa area. È facile realizzare una serie 
di triangoli in queste condizioni: basta legare gli estremi di nno 
spago a due chiodi P e P' e fare in modo che lo spago rimanga sem- 
pre teso ; si ha cosi la costruzione dell’ellisse di cui abbiamo parlato 
noll’es. 88 del cap. I. Ogni punto A dell’ellisse è vertice di un trian- 
golo APP di base PP' ; fra tutti questi triangoli uno (e il suo sim- 
metrico rispetto alla PP') ha area massima. Quale? 

I triangoli, e così tutti i poligoni, 
TA di ugual perimetro si chiamano isoperi- 
metrici. 


È bene che Vallievo segua con atten» 
zione lo sviluppo dell’es. 63 in mado da 
poter risolvere da solo gli es. 64-69. 


63. Per un punto P della diagonale 
AC di un quadrato ABCD (fis. 858) si 
conducono le parallele ai lati di questa 
figura. Si ottengono cosi due rettangoli 
uguali. Supposto di dm 8 il lato del qua- 
drato, si calcoli l’area di uno di questi 


rettangoli nei casi in cui P disti dal lato AB di una lunghezza 
uguale a + PSA z del lato stesso (fig. 359). 


Considerate anche i casi limite in cui P coincide con A e 
con €. 

Varia l’area dei rettangoli al variare della posizione di P? 

Risolviamo insieme questo esercizio. Facciamo spostare P lungo 
A0, prendendo come variabile la sua distanza da 48. Indicheremo 
tale distanza con x e l’area di un rettangolo con y. Controllate il 
seguente quadro, osservando anche la fig. 359: 


® = distanza y = area A D 
di P da AB di un rettangolo i 
Bre aree au ae SÒ 
1 
785? 2.6 = 12 
È 
5834 - 4.4 = 16 
3 
78 6-2=12 
8 (i 
Gia eau 0 Fig. 359. 


Potete trovare voi altri valori di y dando ad x valori numerici 
più vicini. 

Osservate che l’area del rettangolo passa dal valore zero a 
valori sempre più grandi fino a raggiungere il massimo quando 
P cade nel punto medio della diagonale {i rettangoli sono allora 
quadrati — fig. 360); da questo pun- 
to l’area del rettangolo diminuisce, ri- 
passando per gli stessi valori che ave- 
va raggiunto nella prima metà della 
corsa, fino ad annullarsi di nuovo quan- 
do P coincide con €. 

Il modo di variare di questa gran. 
dezza fa ricordare il pereorso di 1 na 
palla lanciata in aria: anche la palla 
raggiunge altezze sempre più grandi fino 
ad arrivare a un massimo, per poi ri- 
discendere assumendo successivamente 
le stesse altezze raggiunte nella fase di 
Ascesa. 

x Abbiamo già detto nell’es, 89 del 

sircintià cap. I che la palla descrive una para 
bola. 

Anche la curva che descrive la variazione dell’area di uno di 


A 8 
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quei rettangoli è una parabola, con la concavità rivolta verso il 
basso. 
Eccone il grafico (fig. 361): 

64. Per un punto 
ii P della diagonale AC 
di un rettangolo ABCD 
(fig. 362) si conducono 
le parallele ai lati di 
questa figura. Si otten- 
gono così due rettan- 
goli equivalenti. Cal 
colare l'area di uno di 
questi rettangoli nel ca- 
so che le dimensioni 
del rettangolo dato 
siano dm 8 e dm 16, e 
che P disti dal lato mi- 
nore di una lunghezza 


1 1 
uguale & 1 25 4 
Li i del lato maggiore 
Fig. 361. (fig. 363). 


Considerare anche i casi 
limite in cui P coincide con A 
e con 0. 

Quando è che l’area del 
rettangolo risulta massima ? 

Scrivere il quadro con la 
doppia tabella analogamente 
a quanto abbiamo fatto nell’es. 
63 ed eseguire il grafico. 


65. In un triangolo ret- Fig. 362. 
tangolo isoscele ABC (fig. 364) 


A 
Hm 
wr e 
Fig, 263. Fig. 364. 


di lato cm 8 inserivere un rettangolo di perimetro cm 16, avente i 
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lati sui cateti e un vertice P sull’ipotenusa. Osservare le variazioni 

dell’area y di questo rettangolo nei casi in cui la distanza e di P 

dal cateto AB sia di em 1, 2, 3, ..., 7, 8, ed eseguire il grafico. 
Quando si ha il massimo per l’area del rettangolo ? 


66. In un quadrato ABODdilatoems *_R 8 
inserivere un altro quadrato PQRS (fis. ei a 
365). Osservare le variazioni dell’area y di 
questo quadrato nei casi in cui la distanza 

= PA (P sì trova sul lato 48) sia di 
cm 1, 2, 3, ...4 7, 8, ed eseguire il grafico. 

(Si troverà che l’area del quadrato 
inscritto è massima per P coincidente con 
A o con Be raggiunge il minimo quando == 
P coincide col punto medio di 48: la para- 
bola ha la concavità rivolta verso l'alto. 


Fig. 364. 


Negli esercizi seguenti il grafico non è più una parabola. 


67. Da un foglio di carta quadrato di lato cm 6 (fig. 366) si 
ritaglino ai quattro angoli dei quadratini di lato em 1 e si ripieghino 
le strisce mancanti dei quadratini in modo da formare una 
scatola. 

Quale è l’area del fondo della scatola e qua- 
le altezza ha? Determinare il volume della sca- 
tola sapendo che questo si trova moltiplicando 
Varea della base per Paltezza. 

Ritagliare poi dei quadratini di lato em 0,25, 
0,50, 0,75, 1, 1,25,... e determinare i corrispon- 
denti valori del volume della scatola. 

Osserverete che il massimo volume si ottie- 

Fig. 366. ne asportando dei quadratini di lato cm 1. 
Osservate anche che i volumi non sono 
direttamente proporzionali ai lati dei quadratini corrispondenti. 


68. Risolvete l'esercizio precedente supponendo il lato del qua- 
drato lungo cm 12. Troverete che il volume massimo si ottiene 
asportando dei quadratini di Jato em 2. 

Se fate altri esempi numerici, osserverete che il volume massi- 
mo si ha sempre per un valore del lato del quadratino uguale a 


+ del lato del quadrato dato, 


Questo risultato è molto utile per i costruttori di scatole; 
questi infatti hanno interesse di costruire delle scatole di massimo 
volume con una data quantità di materiale. 


69. Un foglio di cartone rettangolare ha le dimensioni cm 36 
e em 24. Si ritaglino ai quattro angoli dei quadratini uguali e si 
ripieghino le strisce in modo da formare una scatola. 
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Osservare le variazioni del volume della scatola nei casi in cui 
i lati dei quadratini siano di cm 1, 2, 3, ..., 11, 12. 

Verificare che il volume massimo si ha per un valore del lato 
del quadratino compreso fra le seste parti delle dimensioni del 
rettangolo. 


Dimostrazioni e complementi : es. 70-86. 


10. Provare che pentagono e quadrilatero disegnati nella 
fig. 367 sono equivalenti. Cercate di spiegare la costruzione che è 
stata fatta. 

Ohe cosa ne segue? Si potrà trasformare un poligono di 100 lati 
in uno equivalente di tre lati ; perché? 


Fig. 367. Fig. 368. 


71. Per un punto preso su una diagonale di un parallelogram- 
ma (fig. 368) si conducono le parallele ai lati di questa figura. Dimo- 
strare che i due paralielogrammi ottenuti sono equivalenti (osservare 
che essi sono la differenza fra...) 

Se il quadrilatero è un rombo o un quadrato, come risultano i 
parallelogrammi ? 


12. Se si congiunge un punto di una diagonale di un paralle- 
logramma con i quattro vertici, si decompone la figura in quattro 
triangoli equivalenti a due a due. Perché? 


73. Provare che il parallelogramma ottenuto conducendo per 
i vertici di un quadrilatero le parallele alle diagonali è doppio del 
quadrilatero dato (vedi caso particolare es. 47). 

24. Provare che se si congiungono i punti di mezzo dei lati di 
un quadrilatero si ottiene un parallelogramma che è la metà del 
quadrilatero. 


75. Come si può trasformare un trapezio in un triangolo ad esso 
equivalente? 


76. Trasformare un trapezio in un rettangolo ad esso equiva- 
lente (dopo aver costruito un triangolo equivalente al trapezio, 
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avente per base la somma delle basi e per altezza la stessa altezza, 
VEREIOLIATO questo triangolo in un rettangolo di ugual base e metà 
altezza). 


71. Osservare la fig. 369: E è il punto medio di BC. Dimo- 


strare che il trapezio ABCD è equivalente al parallelogramma AFGD. 
Come si dimostra che AF è uguale alla semisomma della basi 


del trapezio? 


A 8 F HA 8 
i 
t 
14 
Ù 


€ 


OM ù € 
Fig. 369. Fig. 870, 


18. Un trapezio 4BCD si può trasformare (fig. 370) nel rettan- 
golo equivalente HKLM (E, I sono i punti medi dei lati obliqui). 
Come si dimostra che HX è uguale alla semisomma delle hasi 
del trapezio? 


79. Per misurare l’area di un ter- p A 8 
reno poligonale ABCDE posso proce- STISSRE 
dere come è illustrato nella fig. 371. Si 
fissa una retta di riferimento r. L'area 
di ABODE si otterrà sottraendo dalla - ---7 e 


somma dei due trapezi FBCG, GODE... "T-- 

80. Altri modi per calcolare l’area g|.____.____N 
di un terreno poligonale sono illustrati o 
nelle figg. 372 e 373. : 

Si fissa una « base », cioè nna retta Fig. 371 


che traversi il terreno e che conviene 

prendere più lunga possibile, ad es. una diagonale (fig. 372). 
8 A 

i 

i 


ce 

' 

I 

: 

ì 
Pre 


o 
v 


Fig. 372 Fig. 373. 
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Come viene diviso il poligono ? Quali misure fareste per caleolar- 
ne l’area? 


81. Caso particolare dell’es. precedente: per determinare fa- 

cilmente l’area del quadrilatero ABCD (fig. 373), basta moltipli» 

care la lunghezza della 

v diagonale BD per la se- 

misomma delle perpen- 

dicolari abbassate da A 

eda ( a questa diagona- 
le. Perché? 


B sz. Se il terreno 
avesse contorno curvi. 
lineo come nella fig. 374,. 
per avere una misura 
approssimata dell’area si 
può procedere al modo 

x seguente ; 

Fio. 374. Si assume anche qui 

una «base» AB; si di- 

vide AB in tanti segmenti uguali e dai punti di divisione si con- 

ducono le perpendicolari ad AB fino ad incontrare il contorno nei 
punti L, L',... M, M°,... Ci si accorge allora che il campo è diviso 
in tanti trapezoidi aventi la stessa altezza ZH‘; unendo con segmenti 

i punti L L',....M M°,... otteniamo dei trapezi aventi l'altezza HH". 

Quali misure occorre fare per avere una valutazione approssimata 

dell’area del campo? 


83. La valutazione dell’area del campo della fig. 374 sar 
rebbe più o meno approssimata so si dividesse AB in segmenti 
più piccoli ? 


84. Determinare l’area del 
campo limitato da tre segmenti 
rettilinei DA, AR, BO (AD e BO 
perpendicolari ad AB} e da uno 
curvilineo CD (fig. 375). Supposto 
AB = m 40, DA = m 30, CR 
= m 20, si consideri prima il cam- 
po come un trapezio rettangolo 
di basi DA, CB e altezza AB e 
se ne calcoli l’area, 

Per avere una misura più 
approssimata sempre per difetto 
dell’area del campo, si conduca Vie. 375. 

EF perpendicolare ad AB in E 
suo punto medio e si calcoli la somma delle aree dei due trapezi 
rettangoli AEFD ed EBCP; sia EP lungo m 28 
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85. Riprendiamo il caso dell’es. precedente. Si osserva chela 
area del campo compreso fra tre rette e un tratto di curva (fig. 376) 
potrebbe anche valutarsi approssimativamente così: diviso 4B in 
tante parti uguali e condotte dai punti di divisione le perpendicolati 
ad AB, per avere un valore approssimato per difetto dell’area di 


Fig. 376. 


ciaseun trapezoide, e quindi dell’area totale, si può procedere come 
è indicato în figura, Basta determinare l’area di ciascuno dei ret- 
tangoli che abbiamo disegnato. 

E per avere un valore approssimato per eccesso? 


88. Applicate il metodo spiegato nell’es. precedente per cal- 
colare valori approssimati per difetto dell’area del campo rap- 
presentato in fig. 375; si divida AB in due soli segmenti uguali 
AE, EB e ci si valga delle misure indicate nell’es. 84. 
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CAPITOLO TERZO 


Scomposizione e ricomposizione delle figure (valendosi —- 
se si crede opportuno — di modelli di cartoncino) : 
es. 1-19. 


1. Scomporre un rettangolo in un rombo e in quattro trian- 
goli rettangoli uguali. Come è l’area del rombo rispetto all'area del 
rettangolo? E come è l’area di uno dei triangoli rettangoli rispetto 
all'area del rettangolo? 


2. Scomporre un rettangolo în 8 triangoli rettangoli uguali e 
disporre questi in modo da formare un parallelogramma. 


3. Scomporre un triangolo equilatero in quattro triangoli equi- 
lateri uguali, 

Come è il lato di nno di questi triangoli equilateri rispetto al 
lato del triangolo dato? 


4. Scomporre un triangolo equilatero in 9 triangoli equilateri 
uguali. (La stessa domanda dell’es. precedente). 


5. Un triangolo isoscele può scomporsi in 4 triangoli isosceli 
uguali? E un triangolo qualunque può seomporsi in 4 triangoli 
uguali 7 


6. Considerare un quadrato di lato cm 8 e un rettangolo di di- 
mensioni em 16 e cm 4. Dimostrare che essi sono equivalenti, scom- 
ponendoli in parti a due a due uguali. 


7. Dividere un rettangolo in due parti e rieomporlo in modo da 
formare un triangolo isoscele. 

Come deve essere lunga la diagonale in modo che si formi un 
triangolo equilatero ? 

8. Dato un parallelogramma, dividerlo in modo da formare 
un triangolo che abbia la stessa base e per altezza il doppio del- 
Valtezza del parallelogramma. 
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9. Scomporre un rombo in un quadrato e in quattro triangoli 
uguali a due a due. 


1 10. Trasformare un trapezio isoscele in un rettangolo equiva- 
ente, 


11. Sceomporre un esagono regolare in 12 rombi uguali. (Osser- 
vate la fig. 413 a pag. 248. 


12. Scomporre un parallelozramma in un altro parallelogramma 
e in due triangoli uguali, congiungendo i punti medi di due lati 
opposti. 

Come è l’area del nuovo parallelogramma rispetto all'area del 
dato? 


13. Scomporre un parallelogramma in 4 triangoli uguali aventi 
un lato lungo come Ja metà di un lato del parallelogramma, in 2 
triangoli uguali aventi un lato lungo come l’altro lato del paralie- 
logramma e in un parallelogramma. (Congiungere due vertici op- 
posti coi punti medi dei lati opposti e condurre la diagonale non 
passante per i vertici nominati), 


14. Far vedere che la retta congiungente i punti medi di due 
lati adiacenti di un rombo forma con la diagonale ad essa parallela 


un trapezio la cui area è 3 dell’area del parallelogramma. (Con- 


durre anche la retta congiungente i punti medi degli altri lati e 
parallela a quella già costruita). 


15. Osservare — con l'effettiva scomposizione — che le tre 
mediane di un triangolo equilatero dividono il triangolo in 6 trian- 
goli uguali. 


16. Se il triangolo è generico come risultano i 6 triangoli in cui 
esso viene ad essere scomposto dalle mediane? 


17. Prolungare i lati di un quadrato dato, in un determinato 
senso, di un segmento uguale al lato stesso e congiungere i quattro 
estremi di questi segmenti. 

Far vedere che il quadrato risultante è 5 volte più grande del dato. 


18. Sulla base dell’es. 17: se prolungassi i lati del quadrato 
dato di un segmento doppio del lato, in un determinato senso, 
come risulterebbe il nuovo quadrato? Verificare che risulterebbe 
13 volte più grande del dato. 


19. Dato un quadrato 4BCD, si congiunga A col punto me- 
dio di BC, B col punto medio di CD, C col punto medio di DA e 
infine D col punto medio di AB. 

Si otterrà un nuovo quadrato ; dimostrare che è la quinta parte 
del quadrato dato. 
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Sul Teorema di Pitagora (fare uso — se è il caso — della 
lavola dei quadrati): es. 20-118. 


£0) Determinare la lunghezza dell’ipotenusa di un triangolo 
rettangolo di cateti m 3 e È 


q + (®d Lo stesso problema sapendo che i cateti seno Iunghi m 6 
Ab PURA m 8 S 


22. Lo stesso problema sapendo che i cateti sono lunghi m 9 
e m 12. Che cosa osservate confrontando questi tre problemi? 

Potete dire subito quale sarà la lunghezza dell’ipotenusa di un 
triangolo rettangolo i cuì cateti sono langhi m 18 e m 24? 


Determinare la lunghezza di un cateto di un triangolo 
rettaligolo in cui l’altro cateto è lungo m 5 e l’ipotennsa è di m 13. 


LEDAN (23) Lo stesso problema sapendo che un cateto è lungo m 24 
3 e l’ipetenusa è di m 26. 


‘25. Lo stesso problema sapendo che un cateto è lungo m 52 
e l'ipotenusa m 70, 


6.) Determinare la diagonale di un quadrato di lato cm 8, 


ee 27. Determinare il lato di un quadrato la cui diagonale è cm 10. 


di) Calcolare l’area di un triangolo isoscele di base m 12 e 
ca lato Th 10, 


29. Calcolare l’area di un triangolo isoscele sapendo che il 
perimetro è di m 20 e che ciascuno dei lati uguali è doppio della 
base. 


(39) Calcolare î perimetro di mn triangolo isoscele di base 


3 
m 16 e altezza uguale ai E della base. + 


5 DI Calcolare altezza e area di un triangolo equilatero di lato 
em 10. N 


È vi “rn Calcolare il perimetro di un rombo avente le diagonali 
Ri) lungh& cm 10 e em 24. 


i AI Calcolare Varea di un rombo di lato cm 14 e avente una 
#7 diagonale lunga cm 12. 


(34) Calcolare il Jato di un rombo in cui una diagonale è lunga 
cm Tè l’area è di em 42, n 
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Una diagonale di un rombo è lunga m 24 e l’altra è il 


3.0 
7 di questa. Determinare area e lato. _ 


E Calcolare il perimetro di un triangolo ARC in cui Val 
tezza CH è lunga m 3 e il suo piede H dista dagli estremi A e B 
m 4em2. Come è il triangolo se A cade in 4' E se cade nel 
punto medio di AB? 


pa 
GI Determinare area e perimetro di un trapezio isoscele in 
cui le basi sono lunghe m 20 e m 12 e l'altezza è di m 3. 


Gd Un trapezie isescele ha la base maggiore tripla della mi- 
nore & la lero somma è di m 16. Determinare le due basi, 

Sapendo poi che Paltezza è di m 3 determinare perimetro e 
diagonali. 

SY Calcelare base, aliezza è diagonale di un rettanzele sa- 
pendè”che il perimetro è m 288 e che la base supera di m 4 il triple 
dell'altezza. 


EE) 
<A0, Le stesse problema sapendo che il perimetro del rettanzele 
è m #3 è che l'altezza supera di m4i DI della base. 


Un trapezio rettangolo ha la base maggiore lunga m 16, 
la niîmfere m 10 e il lato obliquo pure di m 10. 
Determinare altezza, area efdiagonali. 


Gayoaicolere area e perimetro di un trapezio rettangolo di 


base maggiore lunga m 14, base minore i i di questa e altezza 
uguale ai + della base minore. la 

43. Un campo ha la forma di prapezio rettangolo, in cni i lati 
paralleli AB e CD sono perpendicolari al lato AD. Si ha: AB = m.7, 
DO = ma 10, 4D = m 4. Da A parte uno steceato lungo come BO 
e parallelo @ BO; sia 2 il punto in cui lo steccato incontra CD. 

Trovare l’area delle due parti in cui è diviso il campo e il pe- 
rimetro dei due terreni. 


44. Calcolare Parea di un trapezio rettangolo in cui l'altezza 
è di m8e le due diagonali sono lunghe m 12 e m 15. 


(E) Determinare il perimetro di un trapezio isostele di area 
m? 60°altezza m 10 e in cui.uns base è doppia dell'altra. 


46. Lo stesso problema supponendo che Parea sia di dm* 260, 
l'altezza di m 1 e una base gli a dell'altra. 
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47. In un trapezio rettangolo la somma delle basi è m 20 e 
una è i + del’altra. Determinare le basi e l’area sapendo che il 


lato obliquo è di m 5. 


? 

4 48. Un quadrato e un triangolo rettangolo hanno la stessa 
area di cm° 36. Il triingolo ha un cateto di dm 0,4. Determinare 
il perimetro delle due figure. 


la Un rombo ha lo stesso perimetro di un quadrato di area 
dm Determinare l'area del rombo sapendo che una delle dia- 
gonali è di cm 120. 


DA 50. Un quadrato e un rettangolo hanno lo stesso perimetro 
4 

di om 84. La base del rettangolo è i F dell’altezza. Determinare 

la lunghezza delle diagonali dei due saltati. 


(De triangolo equilatero e un quadrato hanno lo stesso pe- 
rimetro di cm 18. Determinare l’area delle due figure. 


x 52. Un triangolo equilatero è un triangolo isoscele hanno lo 
stesso perimetro di dm 36. La base del triangolo isoscele è gli 
7 del lato. Determinare l’area delle due figure. 

Conîrontate altri triangoli isosceli (dando voi i dati) con trian- 
goli equilateri isoperimetrici (di ugual perimetro). Osserverete che 
il triangolo equilatero ha area maggiore fra tutti i triangoli iso- 
perimetrici. 


53. Tenendo presente che il lato dell’esagono regolare è uguale 
al raggio del cerchio ad esso circoscritto, si determini l’area di un 
esagono regolare di lato cm 8. 


VA 54, Un triangolo equilatero, un quadrato e un esagono regolare 
hanno lo stesso perimetro di cm 60. Determinare l’area dei tre 
poligoni. 

Osserverete, facendo altri esempi, che, a parità di perimetro, 
raccoglie una superficie maggiore il poligono regolare che ba il 
numero maggiore di lati. 


55, Una diagonale di un rombo è i i dell’altra e la loro som- 


ma è di dm 16. Determinare le diagonali, l’area, il lato e il raggio 
del cerchio inscritto nel rombo. (Per quest’ultima domanda basarsi 
sul fatto che il raggio del cerchio inseritto è il tratto di perpendicolare 
condotta dal centro del rombo al lato). 
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7 56. Sui quattro lati di un quadrato di lato em 6 si costruiscano 
dei triangoli equilateri esternamente al quadrato. 
Determinare l’area della figura cosi ottenuta. 


57. La base maggiore di un trapezio rettangolo è i + della 


minore e la loro differenza è m 6. Determinare le basi. Sapendo 
poi che Parea è di m? 96, determinare il perimetro. 


VA 58. Un triangolo rettangolo 480 ha un cateto uguale ai i 


dell'altro e la foro somma è di dm 14. Determinare: 
1) i cateti AB e BO; 
2) l’ipotenusa AC; 
3) l'altezza BH relativa all’ipotenusa ; 
4) Je proiezioni CH e HA dei cateti sull’ipotenusa. 


59. L'altezza di un triangolo equilatero è di m 6. Determinare 
il lato. (Ricordare che il quadrato di lato doppio di un altro è qua- 
druplo di questo). 


60. Calcolare lati e altezza relativa all’ipotenusa di un trian- 


golo rettangolo avente un cateto i i dell’altro e il perimetro di 
m 108. 


61. Un cateto di un triangolo rettangolo è i > dell’altro e 


2 


l’ipotenusa è m 26. Determinare ì cateti. 


7 62. Determinare l'area di un trapezio rettangolo sapendo che 
il perimetro è m 40, che la base maggiore è doppia della minere 


3 3 
e che Paltezza è i 1 della minore. 


63. Su ciascuno dei sei lati di un esagono regolare si costruisce 
un quadrato esternamente all’esagono. Unendo i vertici consecutivi 
di questi quadrati si ottiene un dodecagono regolare; calcolare 
Parea di questo sapendo che il lato dell’esagono è di cm 10. 


Applicazioni pratiche del Teorema di Pitagora. 


64. Determinare la lunghezza della diagonale di un tavolo ret- 
tangolare applicando il Teorema di Pitagora e controllando il ri. 
sultato con la misurazione diretta. 


65. Un bambino, invece di seguire i viali lungo un’aiuola ret- 


tangolare di dimensioni m 3,80 e m 2,40, la traversa lungo una dia- 
gonale. Quanta strada risparmia ? 
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66. Una scala lunga m 4,50 è appoggiata a un muro e il suo 
piede dista dalla base di questo m 1,20. A che altezza arriva? 


67. Determinare la lunghezza di una corda tesa fra uma fine- 
stra e la finestra prospiciente del piano inferiore della casa di fronte, 
sapendo che la distanza fra i due piani è di m 4,50 e la larghezza 
della strada è di m 6. 


68. Due ciclisti partono contemporaneamente dal paese X per due 
strade rettilinee, nno diretto verso Est e uno verso Nord. Sapendo 
che le loro velocità sono di 9 km/h e di 12 km/h, determinare la loro 
distanza dopo due ore. 


69. In alcuni paesi di montagna nella stagione del foraggio 
i mucchi di fieno vengono legati ad una carrucola e fatti seivo- 
lare lungo un filo di ferro fino alla valle (fig. 377). Sapendo che 
il dishvello è di m 800 e la distanza orizzontale è di km 3, determi. 
nare la lunghezza del filo. 


Pig. 877. 


70. Dal centro CO di Cortina d'Ampezzo (tav. XX), cittadina 
del Cadore a quota m 1200, partono due teleferiche, una::per Pocòl 
(m 1500) e una per il Monte Faloria (ra 2100) ; le due linee CP e CF 
sono dirette da parti opposte rispetto alla vallata (fig. 378). La pri- 
ma è lunga km 1,9 e la seconda km 2,4. 


Quale lunghezza dovrebbe avere la linea di uma teleferica che 
congiungesse direttamente il Monte Faloria con Pocòl? 
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71. Una teleferica portava carrelli carichi di pietre da una cava 
posta in località A (m 2100) a uno stabilimento posto in località 
B (m 1500) (fig. 379). La teleferica fu poi prolungata di un tratto 
BC in modo da portare il materiale a una fabbrica C posta a m 1000. 
I due tratti di teleferica AB e BC hanno diversa pendenza come 
è indicato in figura. 


1,2 c 


» 2 - 
Fig. 379. 


Sapendo che la distanza orizzontale 4'0 è di km 2 e quella 
B'C di km 1,2, determinare: 
1) la lunghezza dei tratti di teleferica AB e BO; 
2) quanto filo si sarebbe risparmiato congiungendo con un 
tratto unico di teleferica A e 0. 


Fig. 380, 


12. ‘Trovare la lunghezza di una scala in cemento armato sa- 
pendo che ogni gradino è alto cm 16, largo cm $0 e che questa 
rampa supera il dislivello di m 2,40 (fig. 380). 
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15. — Castelnuovo, Gevmetria intuitive. 


13. Determinare la distanza fra A e B nel tubo rappresentato 
in fig. 381, valendosi delle misure indicate, date in em. 


74. Per sapere l'altezza della più grande piramide d’Egitto, 
quella di Cheope (tav. XIV), si può procedere cosi: facendo scivolare 
una corda lungo una faccia si trova che il tratto di corda che con- 
giunge il vertice con il punto medio di un lato di base (apotema) 
è lungo m 186; il lato della base quadrata è di m 230. Quanto 
è alta la piramide di Cheope? 


15. Lo stesso problema per la piramide di Caio Cestio a Roma. 
L’apotema di questa è di m 39 e il lato di base di m 30. 


16, Si costruisce una scatola con un foglio quadrato togliendo 
dei quadratini uguali agli angoli e ripiegando i bordi (vedi es. 67, 
cap. I). Se il lato del foglio qua- 
drato è em 12 e quello dei quadra- 
tini è cm 2, calcolare la lunghezza 
della diagonale della scatola (fig. 
382). Osservare le variazioni della 
lunghezza della diagonale al va- 
riare della lunghezza del lato dei 
quadratini, esaminando anche i 
casi limite in cui il lato del qua- 
dratino è nullo o è lungo come la 
vig. sd. metà del lato del quadrato dato, 
Scrivere la tabella dei valori del 
lato dei quadratini e dei corrispondenti valori della diagonale 
e tracciare il grafico (si troverà un arco di curva diverso da quelli 
già incontrati; questa curva si chiama iperbole). 


71. Due automobili partono dal punto 0 secondo direzioni per- 
pendicolari. Sapendo che la velocità dell'una è tripla di quella del- 
Paltra, determinare gli spazi percorsi dalle due automobili quando 
la loro distanza è di km 30. 


78. Una barca è trascinata lungo un fiume da due corde tirate 


dalle due rive secondo direzioni fra loro perpendicolari. Sapendo che 
le intensità delle forze sono di kg 60 e kg 80, determinare l’inten- 
sità della forza risultante. 

(Per risolvere questo problema si rappresenti la forza che he 
l'intensità di kg 60 con un segmento 08 di cm 3 e quella che ha 
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l’intensità di kg 80 con un segmento 0A lungo cm 4 (fig. 383), 
facendo così corrispondere a kg 1 un segmento lungo cm 0,05. 
Questi due segmenti sono perpendicolari 
per quanto è detto nel problema. e e 
Per un principio di fisica — il prin- i 
cipio di composizione delle forze — è co- 
me se.la barca fosse trascinata da una sola 
forza, detta forza risultante, avente la dire- 
zione della diagonale 0C del rettangolo di 
dimensioni em 3 e em 4ela cui intensità 
equivale, tradotta in cm, alla lunghezza 
di questa diagonale, cioè alla lunghezza 
del segmento 00). Fig. 383, 


79. Da un'automobile che percorre una strada rettilinea con la 
velocità di 90 km all’ora viene sparato un colpo di fucile in direzione 
perpendicolare alla strada. Il proiettile esce dalla bocca del fucile 
con la velocità di 400 metri al secondo. Che velocità avrà il proiet- 
tile? e quale direzione? 

(Si riducano i 90 km all’ora in metri al secondo : un’ora contiene 
60 minuti e un minuto contiene 60 secondi. Si tenga presente che 
vale per la composizione delle velocità un principio del tutto ana- 
logo al principio di composizione delle forze, di cui abbiamo par- 
lato nell’es. 78). 


80. Due ragazzi 


sollevano un peso di 

kg 15 applicando ad 

esso due corde perpen- 

dicolari fra loro (fig. 

384). Determinare qua- 

le forza esplica ciascu- 

dl no n ragazzi sapendo 

= che il rapporto fra le 

fa —x Y intensità delle due for- 
di E «N E 3 


zeè—. 
Fig. 384, 4 


81, Una nave è diretta verso Nord con una velocità di 30 
km/h e un viaggiatore cammina sulla coperta della nave in dire- 
zione Est con velocità di 50 m al minuto. Tenendo presente che 
il principio di composizione dei movimenti e delle velocità è del 
tutto analogo a quello di composizione delle forze (es. 78), dire dove 
si troverà il passaggero dopo 2 minuti e di quale velocità (rispetto 
alla terra pensata immobile) sarà animato. 


82. In pratica per tracciare un ottagono regolare, per esempio 
per tagliare da un quadrato di legno un ottagono regolare che 


227 


serva da piano di un tavolino, si procede come è illustrato in 


fig. 385. 
ù Si descrive un cerchio di centro A e raggio A0, un cerchio 
di centro B e raggio BO e cost per gli altri vertici. Verificare che tutti 


a 8 A R M K È) 


Fig. 385. Fig. 386. 


i lati dell’ottagono cosî costruito sono uguali, e determinare il lato 

1 dell’ottagono, supponendo il lato AB lungo dm 6. (Osservare 

che (fig. 386): 
li 
2 


83. Riferendosi ai dati dell’es. 82 determinare l’area dell’otta- 
gono regolare (l’apotema dell’ottagono è metà del lato del quadrato). 


HM = HB—-_MB=0B—MB=...) 


84. Determinare l’area di un ottagono regolare il cui lato è lungo ? 


(se a è il lato del quadrato, l’area cercata sarà : A = z . 5 = 2al; 
esprimere 4 in funzione di 2 riferendosi all’es. 82). 


85. Si divida ogni lato di un quadrato in tre parti uguali e 
si congiungano i punti di divisione consecutivi in modo da ottenere 
un ottagono. Dimostrare che l’ottagono non è regolare. Determi- 
nare area e perimetro sapendo che il lato del quadrato è lungo 
em 12. 


86. Un rettangolo e un triangolo isoscele hanno la stessa base 
e la stessa area (e quindi l'altezza del rettangolo è metà di quella 
del triangolo). Determinare il perimetro delle due figure nei se- 
guenti casì: 
1) base = cm 8, altezza del rettangolo = cm 1,5; 
2) base = cm 16, altezza del rettangolo = cm 7,5; 
3) base = cm 6, altezza del rettangolo = em 2. 
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Osservate che nell’ultimo caso le due figure, oltre ad avere 
la stessa area, hanno anche lo stesso perimetro. Verificate su altri 
casi che questa proprietà è sempre valida se la base del rettan- 
golo è tripla della sua altezza. 


87. Costruire con un filo di ferro lungo em 36: 
1) il triangolo equilatero ; . 


2) il triangolo rettangolo in cui un cateto è i + dell’altro 
(osservare che i numeri 3, 4, 5 formano una terna pitagorica ; l’ipo- 


5 
tenusa sarà perciò i ra del cateto maggiore); 


3) il triangolo isoscele di base uguale ai 7 del lato, 


Determinare le aree dei tre triangoli. 


88. Costruire con un filo di ferro lungo em 40: 
1) il quadrato ; 
2) il rombo che ha una diagonale uguale al lato; 
3) il trapezio isoscele di base maggiore doppia della mi- 
nore e avente i lati obliqui lunghi come la base minore. 
Determinare le aree dei tre quadrilateri. 


89. Un triangolo equilatero, un qua- 
drato, un esagono regolare e un otta- 
gono regolare hanno lo stesso perimetro 


di cm 48, Determinare l’area di questi 
poligoni. (Per quanto riguarda l’ottagono 
osservate la fig. 387): l’area dell'ottago- 
no si ottiene togliendo dall’area del qua- 
drato i 4 triangoli rettangoli aventi come 


ipotenusa il lato dell’ottagono, e cioè 
em 6; il lato del quadrato sarà dato 
dalla somma del lato dell’ottagono e di 


due cateti dei triangoli rettangoli di cui 
sopra). Fig. 387. 
90. Calcolare il perimetro dei tre triangoli dell’es. 48 del cap. IL 


91. Calcolare il perimetro dei due triangoli dell’es. 49 del 
cap. IL 


92, Calcolare il perimetro del rettangolo e del triangolo del- 
les. 50 del cap. II 


93. Calcolare il perimetro del quadrato e del triangolo del- 
l’es. 51 del cap. II 
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94. Calcolare il perimetro del poligono dell'es. 55 del cap. IL 
95. Calcolare il perimetro del poligono dell’es. 56 del cap. IL 


96. Riferendosi all'esercizio 63 del cap. II, determinare la lun- 
ghezza delle diagonali dei vari rettangoli, supponendo sempre il 
lato del quadrato di dm 8 e fermandosi sui casi seguenti ; 

1) una dimensione del rettangolo = dm 6; 
2) » » » » dm 5; 
3) » » » » =dma4, 


97. Sappiamo che i trìiangoli aventi uguale base e uguale al- 
tezza sono equivalenti, e abbiamo visto nel cap. II, es. 61 che di 
questi triangoli ve ne sono infiniti. Essi possono realizzarsi mate- 
rialmente come è indicato nell’es. 61. Si ottiene cosi una « striscia » 
di triangoli equivalenti. 

Se raddoppiamo la base, dovremo dimezzare l’altezza per avere 
dei triangoli equivalenti ai precedenti ; otterremo in tal modo wm'al- 
tra «striscia » di triangoli equivalenti. 

Un'altra «striscia » ancora si otterrebbe triplicando la base e 
quindi riducendo l'altezza a un terzo, e cosf via. O anche: rad- 
doppiando l’altezza e quindi dimezzando la base, ece. 

Si comprende dunque che si possono immaginare infinite «stri- 
see » di infiniti triangoli equivalenti fra loro. In ciascuna di queste 
«strisce » il triangolo isoscele realizza il perimetro minimo. Veri- 
ficare questa proprietà nel caso dei seguenti triangoli: gi costruisco- 
no su una base di em 8 un triangolo rettangolo, uno isoscele e uno 
ottusangolo, appartenenti a una striscia alta em 15; si sa poi che 
Paltezza relativa alla base comune del triangolo ottusangolo cade 
esternamente alla base a cm 2 da un vertice. Con questi dati è 
facile calcolare il perimetro dei tre triangoli. 


88. In ogni «striscia» di tri 
angoli equivalenti — ci riferiamo 
all'es. precedente — si ha un tri- 
angolo isoscele; questo realizza il 
minimo perimetro. Si hanno cosi 
infiniti triangoli isosceli equiva- 
lenti, appartenenti ciascuno a una 
«striscia ». Ci sarà una « striscia » 
particolare in cui l’isoscele è ad- 
dirittura equilatero. Si riesce a di- 
mostrare che il triangolo equila- 
tero ha il perimetro minimo fra 
tutti triangoli isosceli ad esso equi- 
valenti. Verificate questa proprietà 
nel easo dei tre triangoli disegnati in fig. 388: si ha un triangolo 
equilatero di lato 27, un triangolo isoscele di base 4! (e quindi al- 
tezza metà di quella del triangolo equilatero) e un triangolo iso. 
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scele di base / (e quindi altezza uguale al doppio di quella del trian- 
golo equilatero). 

(Il perimetro del triangolo equilatero risulta 67, quello del trian- 
golo isoscele di base 4/ risulta 47 4! V/19, ossia approssimativa» 
mente 8,357, e quello del triangolo isoscele di base 7 risulta 82). 


Generalità ed estensioni del Teorema di Pitagora. 


99. Dato un quadrato di lato cm 4 determinare la lunghezza 
della diagonale. 

Risolvere lo stesso problema nei casì in cui il lato sia di em 5 
e poi di cm 6. 

Considerare poi il caso generale in cui il lato del quadrato è 
lungo a. Si trova che la diagonale del quadrato di lato a si ot- 


tiene moltiplicando « per la V 2, 


100. Se d è la lunghezza della diagonale di un quadrato, come 
si ottiene la lunghezza del lato? 


101. Determinare l'altezza di un triangolo equilatero di lato 
em 6. Risolvere lo stesso problema nei casi in cui il lato sia di em 8 
e poi di em 10. 

Considerare poi il caso generale in cui il lato è lungo 2a. Si 
trova che l'altezza del triangolo equilatero di lato 2a si trova molti- 


plicando il semilato per la V 3. 


102. Se 4 è V’altezza di un triangolo equilatero, come si otterrà 
la lunghezza del lato? 


103. Dall’es. 101 si ha: se il lato di un triangolo equilatero è 
lungo 2, l'altezza sarà lunga V 3. Im tal modo si può costruire 
con riga e compasso un segmento lungo V 3. 


104. La fig. 389 sugge- 
risce il modo di costruzione 
con riga e compasso dei seg- 
menti lunghi V2, V3, 
V4, V5,... partendo dal 
triangolo rettangolo isoscele 
di cateti lunghi 1. Spiegate 
la costruzione. 


105. Abbiamo visto 
(cap. III, n. 6) che i numeri 
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3, 4, 5 sono tali che: 3° + 4° —5* Si chiamano numeri pita- 
gorici. l a i 
Verificare che sono anche numeri pitagorici i seguenti ; 3a, 47, Sn. 


106. Verificare che sono anche numerì pitagorici i seguenti : 
a — bè, 2ab, a? + b?. Per a =8, 5 = 2, si ha la terna 5, 12, 13. 


107. Lo stesso problema relativo alla terna : 2a, n° — 1, n° +1. 
Per n = 4, si ha la terna: 8, 15, 17. 


108. Lo stesso problema relativo alla terna: 2n + 1, 24? + 2a, 
2° + 2n +1 
Per a = 3, si ha la terna: 7, 24, 25. 


109. Un'estensione del Teorema di Pitagora, 

Dimostrare che il triangolo equilatero costruito suil’ipotenusa 
di un triangolo rettangolo è equivalente alla somma dei triangoli 
equilateri costruiti sui cateti. (Considerare per es. il triangolo rettan- 


Fig. 390, 


golo di cateti lunghi cm 3 e em 4 e scomporre i triangoli equilateri 
in tauti triangolini equilateri di lato em 1, come è indicato in 
fig. 390). 


110. È vero che l’esagono regolare costruito sull'ipotenusa di 
un triangolo rettangolo è equivalente alla somma degli esagoni re- 
golari costruiti sui cateti? Scomponete gli esagoni in triangoli equi- 
lateri. 

Per maggiori particolari su queste estensioni del Teorema di 
Pitagora vedi cap. VI, es. 100-103. 
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111. Altre dimostrazioni del Teorema di Pitagora. 

Se il triangolo rettangolo è isoscele, il Teorema di Pitagora si 
può dimostrare molto facilmente. Voi sapete che raddoppiando il 
lato di uu quadrato, l’area non raddoppia ma diviene quadrupla, 
Cosî il quadrato DEFG (fig. 391) è quadruplo del quadrato data 
ABCOD. Se congiungete A con C, € con H, H con £ e K con 4 
(fig. 392), ottenete un quadrato doppio del dato ; perché? il quadrato 
ACHK è costruito sull’ipotenusa 40 del triangolo rettangolo iso- 


6 LI Là G Li La 
‘ T 
tl , 
ù t 
n : 
pi ' 
A : 
A O o..... da 18 
D) c E CI c E 
Fig. 391. Vig. 392. 


scele ADO. Provate che questo quadrato è equivalente alla somma 
dei quadrati costruiti su AD e DO. 

Il problema di costruire un quadrato doppio di uno dato è 
immortalato in alcune pagine del dialogo Menone di Platone. So- 
crate interroga nno schiavo in geometria ; egli vuole dimostrare a 
Menone che il fatto che anche la persona più incolta riesca a rico- 
struire una dimostrazione di geometria prova che l’uomo deve aver 
vissuto una vita precedente a que- 
sta, vita nella quale ha appreso 
aleune nozioni che a poco a poco 
viene ricordando. 

Noi consideriamo il passo di 
Platone come la più brillante 
prova del successo del metodo 
attivo, e consigliamo agli allievi 
la lettura di quelle pagine del 
Menone. 


112. D triangolo rettangolo 
ABC (fig. 393) ha il cateto BC 
doppio di 45. È allora facile di- 
mostrare che congiungendo i ver- 
tici del quadrato costruito sull’ipo- 
tenusa coi punti di mezzo dei lati 
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opposti, come è indicato in figura, si 
scompone tale quadrato in un quadrato 
uguale a quello costruito sul cateto mi- 
nore e in 4 triangoli rettangoli uguali. 
Come vanno disposti questi triangoli 
rettangoli in modo da formare un qua- 
drato uguale a quello costruito sul ca- 
teto maggiore ? 
Fate il modello in cartoncino. 


113. Verificare il Teorema di Pita- 
gora per il triangolo costruito sul geo- 
piano e rappresentato in fig. 394. 


CAPITOLO QUARTO 


Operazioni sugli angoli: es. 1-27. 


1. Disegnare con riga e rapportatore un angolo di 45°, il suo 
doppio, il suo triplo e il suo quadruplo. 


2. Disegnare con riga e rapportatore un angolo di 21° e il 
suo triplo, 


3. Disegnare un angolo acuto e poi un angolo uguale a questo. 
Quali metodi potete usare? 


4. Bisecare, facendo uso della riga e del compasso, un angelo 
acuto da voi disegnato. 


5. Bisecare, facendo uso della riga e del compasso, un angolo 
piatto. Si ha cosi la costruzione della perpendicolare a una retta 
in un suo punto. 


(€) Bseguiro le operazioni : 

@) 40 10° 14% 4 80 20° 32° 

b) 120 20’ 32° + 240 55’ 40°" 

e) 489 30’ 58° + 890 20° 50’ 

d) 7° 22’ 32° + 100 50° 30° + 210 33° 50% 
(&) Eseguire le operazioni : 

a) 800 20' 10° — 420 18’ 8°” 

b) 30° 25° 8° — 220 30° 3°” 

c) 189 20° 3’ — 150 30° 8% 


8. Determinare l’ampiezza dell'angolo supplementare di un 
angolo di 8° 10’ 30’, 


9. Determinare l'ampiezza dell'angolo suppiementare della som- 
ma di due angoli di 20° 30’ 8‘ e 100 50° 52°”. 
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10. Determinare l’ampiezza di un angolo complementare del- 
l'angolo di 270 10° 8”. 


11. Eseguire le operazioni ; 
a) 500 7’ 8°” x 3 
db) 22° 30° 50%” x 5 
c) 40° 13° 9 x 6 
dj) To 8° 20” x 32 


riducendo negli esercizi a) e b) il risultato a secondi. 


12. Eseguire le operazioni ; 


a) 260 30° 8! :2 
db) 250 12’ 20/14 
e) 520 13' 47:38 
d) 1200 17° 9/5. 


13. Piegando un foglio quadrato di carta secondo una diago- 
nale che angolo si ottiene? 

E se pieghiamo ancora una volta questo angolo? e ancora 
un’altra volta? 


1 
14. Un angolo è F del suo supplementare. Quale è la sua 
ampiezza? 


15. Determinare Pampiezza di un angolo doppio del suo com- 
plementare. 


16. Determinare l'ampiezza di un angolo triplo del suo com- 
plementare. 


17. Un angolo è i del suo supplementare. Determinare i 


“alto 


due angoli. 
su A b s 
18. Un angolo è i ra del suo complementare, Determinare i 
due angoli. 


19. Un angolo supera di 200 17’ 20” il suo supplementare. 
Determinare i due angoli. 


20. Un angolo è minore di 16° 10’ 30” del suo complementare. 
Determinare i due angoli. 


21. Determinare l'angolo formato dalle bisettrici di un angolo 
«di 42° e del suo supplementare. 
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22. Determinare l'angolo formato dalle bisettrici di un angolo 
di 34° 10’ 8°” e del suo supplementare. 


23, Negli esercizi 21 e 22 l’an- PS 
golo formato dalle bisettrici di due x e 
angoli supplementari risulta di 900, 
Che sia sempre cosf? La fig. 
395 mostra da quali angoli è for- 
mato l’angolo piatto e da quali 
l'angolo delle bisettrici, Spiegate. 


24. Determinare l'angolo Îor- Fig sa 
mato dalle bisettrici di due angoli te 
complementari di cui uno è di 20° 30° 10”. 


25. Risolvere un problema uguale al n. 24 dando voi l'ampiezza 
di uno degli angoli. 
L’angolo formato dalle bisettrici di due angoli complementari 


risulterà sempre di 45°? 
Ragionate in modo analogo a quanto avete fatto nell’es. 23. 


26. Determinare l'ampiezza dell'angolo formato dalle lancette 
di un orologio alle 1%, alle 3%, alle 4%, alle 6° e alle 124. 


27. Determinare l'ampiezza dell’angolo formato dalle lancette 
di un orologio alle 3% 30" e alle 52 10”. 


Angoli formati da rette parallele con una trasversale : es. 
28-33. 


28. Due rette parallele intersecate da una trasversale formano 
un angolo di 32°. Determinare l'ampiezza degli altri 7 angoli. 


29. Gli angoli d ed e, c ed f della fig. 170 (p. 85) del cap. IV si 
chiamano coniugati. Se ad esempio d è di 120°, di quanti gradi è il 
suo coniugato? 


30. Tracciare le bisettrici di due angoli corrispondenti, come 
a ed e della figura 170. Auche queste bisettrici sono parallele fra 
loro ; perché? 


31. Come sono le bisettriei di 
due angoli alterni interni? 


32. Basandosi sulla proprietà che 

gli angoli corrispondenti rispetto a 

> due parallele sono uguali, dimostrare 

che i triangoli ABC, DEF (fig. 396) 
Fig. SU0, hanno: T= D, B=D,0=P. 
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33. Quattro semirette a, b, c, d formano attorno ad O degli 
angoli: a0b, b0c, «Od. Determinare lampiezza di questi angoli 
sapendo che: a0b = c0d = 2406 e che: aOd == 1100, 


Sulla somma degli angoli di un triangolo e di un poligono : 
es. 34-93. 


34. In un triangolo ABC si ha 7 — 48°, # = 520; determinare 
l'ampiezza dell'angolo 


35. Déterminare l'ampiezza dell'angolo È di un triangolo ABO 
nei seguenti casì ; 


a) À = 42° 80’ 8”, B — 580 20’ 10” 
b) À = 1200 30", B = 200 10” 
e) È = 1100, B = 500 2, 
d) A = 600, B= 600; 
come risulta il triangolo nel caso 4}? 
6) A = 900, B= 600; 


come risulta il triangolo nel caso e)? 

36. Dato un triangolo ABO in cui A — 85°, 2 — 25°, deter- 
minare l'ampiezza degli angoli del triangolo ottenuto conducendo 
da un punto D di AB la parallela a BO. 


37. Un triangolo isogcele ha l'angolo al vertice di 30°. Deter- 
minare l'ampiezza degli angoli alla base. 


38. Un triangolo isoscele ha uno degli angoli alla base di 25° 30°. 
Determinare l'angolo al vertice. 


39, Che ampiezza hanno gli angoli aeati di un triangolo rettan- 
golo isoscele? 


40. Che ampiezza hanno i tre angoli di un triangolo equila- 
tero ? 


41. Un angolo esterno di un triangolo isoscele è di 120°. Come 
è il triangolo # 


42. Un angolo esterno di un triangolo rettangolo è di 1350, 
Come è il triangolo? 


43. Un angolo di un triangolo rettangolo è di 30°. Determi 
nare l’altro angolo acuto, 
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44 L’angolo* esterno al vertice di un triangolo isoscele è di 
122° 20’. Determinare l’ampiezza dei tre angoli interni; 


45, L'angolo esterno alla base di un triangolo isoscele è di 
98° 25”, Determinare gli angoli del triangolo. 


46, In un triangolo isoscele l’angolo al vertice è di 580 24”, 
Determinare l'ampiezza degli angoli esterni. 


41. Determinare l’ampiezza dell'angolo ottuso formato dalle 
bisettrici degli angoli alla base di un triangolo isoscele in cui l’an- 
golo al vertice è di 200. 


48. Determinare l'ampiezza degli angoli formati dalle biset- 
trici degli angoli esterni alla base di un triangolo isoscele in cui 
l'angolo al vertice è di 400. 


49. L'angolo al vertice di un triangolo isoscele è la metà di 


ciascun angolo alla base. Determinare i tre angoli. 


50. In un triangolo rettangolo uno degli angoli acuti è doppio 
dell’altro. Determinare gli angoli. 


- 51 In un triangolo rettangolo uno degli angoli acuti è i A; 
dell'altro. Determinare gli angoli. È 


52. Dei tre angoli di un triangolo il secondo è di 28° minore 
del primo, mentre il terzo è di 10° maggiore del primo. 
Determinare gli angoli. 


53, Determinare i tre angoli di un triangolo sapendo che il 
Ser) £ : 
secondo angolo è i # del primo © che il terzo è la semisomma 


' dei primi due. (Dividere il primo angolo in 6 parti uguali e...). 


54. Determinare i tre angoli di un triangolo sapendo che il 
. 3 % F A 
secondo è i x del primo e che il terzo è la semisomma dei primi 


due. 

Confrontando questo esercizio col precedente vi accorgerete 
che il terzo angolo, se è data la condizione che è la semisomma dei 
primi due, risulta sempre di 60°. Perché? 


55. Determinare l'ampiezza dell'angolo formato dalle biset- 
trici di due angoli coniugati rispetto a due parallele, sapendo che 
uno degli angoli è di 389, 

Osservare che l’angolo richiesto risulta di 90°. Che sia sempre 
cosi? E perché? 
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56. Determinare la somma degli angoli di un triangolo basan- 

dosi sull’uguaglianza degli angoli alterni interni formati da due 

parallele intersecato da una tra- 

H A x Sversale (fig. 397). (Si conduce 
da A la parallela a BC...) 


57, In un triangolo ABC 
si ha 4 = 60°, È = 800; de- 
terminare l’angolo esterno AÙD. 

Verificate che esso risulta 
uguale ad £ + È. Accadrà sem- 
Pig. 397, pre cost? Fare altri esempi nu- 

merici, 

Osservate che: 

A40D=180°-—0 e 
Z+8=180—0; quindi 
40D=3+B. 

Cioè: 

un angolo esterno di un triangolo è sempre ugnale alla som- 
ma degli angoli interni non adiacenti. 


58. L’angolo esterno al vertice di un triangolo isoscele è di 
152°. Calcolare : 
1) gli angoli del triangolo ; 
2) gli angoli formati dalle bisettrici degli angoli alla base; 
3) gli angoli formati dalla bisettrice di uno degli angoli alla 
base e dalla bisettrice dell'angolo al vertice. 


59. Un angolo esterno di un triangolo è di 132° 30’ e uno dei 
due interni non adiacenti è il doppio dell’altro. Determinare gli 
angoli del triangolo. 


60. Il triangolo ABO ha l’angolo B ottuso ; esso può allora di- 
vidersi in tre triangoli ret- 
tangoli come in fig. 398. Sa- A 
pendo solo che la somma 
degli angoli di un triangolo 
rettangolo è di 180° e non 
sapendo nulla della somma D 
degli angoli di un triangolo 
generico, come risulta che 
la somma degli angoli del 
triangolo ottusangolo è pure 8 E e 
di 180°f Fig. 398. 


61. In un quadrangolo Î = 100°, È = 110°, È = 700; deter- 


minare l’ampiezza dell'angolo D e l'ampiezza di ciascun angolo 
esterno, 
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62. Determinare l’ampiezza di ciascun angolo di un pentagone 
regolare e di un decagono regolare, 


63. Determinare l’ampiezza di ciascun angolo di un esagono 
regolare e di un dodecagono regolare. 


i 64, Calcolare l'ampiezza di ciascun angolo di un ottagono re- 
golare. 


65. Un angolo di un rombo è di 30°; determinare l'ampiezza 
degli altri angoli. 


66. Un angolo di un trapezio isoscele è di 45°. Determinare 
l'ampiezza degli altri. 


67. L'angolo acuto di un trapezio rettarigolo vale 50°. Deter- 
minare l'ampiezza dell'angolo ottuso. 


68. Spiegare coma si può trovare il valore della somma degli 
angoli di un poligono congiungendo i vertici di questo con un punto 
qualunque interno al poligono. 


89. In un poligono regolare ciascun angolo esterno è di 20°. 
Quanti lati ha il poligono? 


70. Possono essere uguali gli angoli interni ed esterni di un 
poligono regolare? Quando accade? 


11. Può l’angolo esterno di un poligono regolare essere tre volte 
l’interno ? 


12. La pavimentazione di una sala è formata da mattonelle 
ottagonali regolari inscritte in quadrati. Determinare gli angoli dei 
4 triangoli rettangoli compresi fra il quadrato e l’ottagono. 


73. Determinare la somma degli angoli acuti di un pentagono 
stellato (fig. 135). 


74. In un quadrilatero ABCD si ha: 4 = 100°, P = 489, 
© = 130°. Calcolare l'ampiezza degli angoli del quadrilatero deter- 
minato dalle bisettrici degli angoli &, B, 0, D. 

Verificare che gli angoli opposti di questo nuovo quadrilatero 
sono supplementari; accadrà sempre cost? D perché? 


75. Se il quadrilatero dato è un parallelogramma, come è il 
quadrilatero formato dalle bisettrici? 


76. E se è un rettangolo? E un quadrato? 
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11. Dato un quadrangolo ABCD in cui A = 100°, B = 120°, 
© = 80°, determinare l'angolo BOC formato dalle bisettrici di Be 
È. Verificare che esso è uguale alla semisomma di Î e Î. Accadrà 
sempre cosî ? 


18. È possibile ricoprire il pavimento di una stanza con matto- 
nelle esagoni regolari? È con quadrati? 


19, Con triangoli equilateri? Con pentagoni regolari? Che cosa 
deve accadere perché ciò sia possibile ? 


80. Stabilire ampiezza degli angoli di ciascun poligono della 
pavimentazione rappresentata nella fig. 399. 


NIC 


Fig. 399. Fig. 400. 


81. Lo stesso problema del n. 30 relativo alla fig. 400, tenendo 
presente che la diagonale minore dei rombi è uguale al lato. 


82. Lo stesso problema del n. 80 relativo alla fig. 401. 


Fig. 402. 


83. Un frammento di mosaico che si trova nel Chiostro del Pa- 
radiso del Duomo di Amalfi ha una decorazione a base di ottagoni 
regolari. Ogni ottagono regolare è composto di un quadrato, di 4 
triangoli isosceli uguali e di 4 rombi ugnali, come è indicato in fig. 
402. Determinare l’ampiezza degli angoli dei triangoli isosceli. 
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84. Dato un triangolo isoscele ABC si prolunghi la lbase AC 
di un segmento CD = BO e si congiunga 8 con D. Se Z — 400 
che valore ha Pangolo DI 

Risulta sempre 4 = 2D, e perché? 


85. In un triangolo isoscele ABC l’angolo al vertice A = 520; 
determinare P’angolo che la base BO forma con l’altezza BE relativa 
a uno dei lati uguali. 

Verificare che tale angolo è uguale alla metà dell’angolo al ver 
tice. Perché? Accadrà sempre così? , 

(Osservare che se 477 è l’altezza relativa alla base, i ‘triangoli 
AHC, BEO hanno due angoli uguali, e quindi...). 


86. Dato un triangolo isoscele ABO di base AC, si pirolunghi 
AB di un segmento BD = BC e si congiunga D con C. Se É — 505, 
determinare l'ampiezza di AÙD. Risulta sempre, per qualunque 
triangolo isoscele, AUD = 900? Perché? 


87. Dato un triangolo 4B0 si conduca per A la perpendicolare 
al lato AB, per 2 la perpendicolare a BC e per C la perpendicolare 
a CA. Queste perpendicolari incontrandosi a due a due determinano 
un nuovo triangolo. Determinare gli angoli di questo sapendo che 
È = 60°, B= 80°, Che proprietà ne deriva ? 


88. Dato un triangolo isoscele (fig. 403), in 5 
cui l'angolo al vertice è di 40°, determinare l’am- A 
piezza degli angoli che la bisettrice di uno degli 
angoli alla base forma con il lato opposto. 

Poniamo A8B = y, BSC = ®. Verificare 
che la differenza y —@ di questi due angoli è $ 
uguale alla differenza fra due angoli disuguali 
del triangolo. È questa una proprietà generale? 


db b 
(Osservare chi o=at5, 4 Ue gi da s % a 
Fig. 403. 
A 89. Date un triangolo ABC 


(fig. 404) si conduca per ;B la per- 
pendicolare alla bisettrice dell’an- 
golo A. Sapendo che 
À = 960,0 = 280, cal 
colare gli angoli 2, y che 
questa perpendicolare 
determina in B. Verifi- 
[) s c careche ladiff'erenza di 
Fig, 404, questi due angoli risul- 
ta uguale all’angolo d. 

È questa una proprietà generale? (Osservare che: 
a & 
837 t%Y 


a 
® = 900 900° —s = 90° — 5 0 
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90. In un triangolo generico ABC (fig. 405) si ha: B= 60°, 
O = 40°. Determinare l'angolo formato dall’altezza AH e dalla bi- 
settrice AS. Verificate che tale 


A angolo risulta la metà della diffe- 
renza fra gli angoli B e È. 
\ questa una proprietà ge- 
nerale ? 
(Osservate che : 
= 900 + = e: 
dove: 
8 HS c a 
—_ = ame o — b) 
Fig. 405. 2 v+y at 5) 


91. Inun triangolo rettangolo la differenza degli angoli acuti è 
uguale all'angolo compreso dall’altezza e dalla mediana relative al- 
l’ipotenusa. Verificare la proprietà assumendo un angolo uguale a 500. 

È questa una proprietà generale? 


92. Bisezione di un angolo: uno sirumento per bisecare un angolo. 

Abbiamo visto come si può bisecare un angolo facendo uso della 
riga e del compasso {eap. IV, n. 9). Invece di questi strumenti si può 
usare l’apparecchio riprodotto in fig. 406. 
Esso è formato di tre regoli, AB, BC, AC 
articolati in A, B, C; i regoli AB e BC sono 
uguali. 0 può scorrere in una scanalatura del 
regolo AC in modo che la lunghezza 40 può 
allungarsi 0 scorciarsi; di conseguenza varia 
l’angolo ABC. L'apparecchio viene disposto in 
modo che EBC coincida con angolo da biseca- Fig. 406. 
re. Si dimostra che À è la metà di ZB0 ; perché? 

(Ricordare la proprietà dell'angolo esterno, es. 57). 


93. Trisezione di un angolo : uno strumento per trisecare un angolo. 

Abbiamo detto (cap. IV, n. 9) che non sì può trisecare un an- 
golo facendo uso della riga e del compasso. 

Un apparecchio per trisecare un an- 
golo è quello di Tissandier, illustrato in 
Îig. 407. Esso è formato da tre regoli uguali 
AB, BO, 0C, articolati in modo che 0 
possa scorrere in una sbarra scanalata Ar; 
la sbarra Ar è articolata in A con AB, e 
C può scorrere nella scanalatura praticata 
nel prolungamento di AB. L'apparecchio 

Fig. 407. è disposto in modo che COr coincida con 
l'angolo d da trisecare. Si dimostra che Î 
è la 33 parte di d; perché? ti, 

(Osservare che è è il doppio di 4 basandosi sulla proprietà del- 

l’angolo esterno). 
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Costruzione di poligoni; criteri d’uguaglianza dei triangoli : 
es. 904-112. 


a 84. Costruire un triangolo avente due angoli di 45° ciascuno e 
în cui il lato comune sia di em 4. Come risulta il triangolo? 


95. Costruire un triangolo avente due angoli di 30° e 600 e 
il lato comune lungo em 5. 
Come risulta il triangolo? 


98. Costruire un triangolo rettangolo avente un cateto di cm 4 
e l’altro di cm 3. 


97. Costruire un triangolo avente un lato lungo em 6 e di cui 
gli angoli adiaceriti siano di 60° e 45°. 


98. Costruire un triangolo avente due lati di cm 4 e em 2 e 
l'angolo da essi compreso di 720, 


99. Costruire un rombo sapendo che il lato è m 5 e gli angoli 
acuti sono di 45° ciascuno. 


100. Costruire un parallelogramma i cui lati siano lunghi cm 4,5 
e cm 3,5 e Pangolo da essi compreso sia di 409, 


101, Costruire un parallelogramma di base em 5, altezza cm 3, 
sapendo che uno degli angoli acuti è di 500, 


102. Costruire un trapezio isoscele avente gli angoli acuti di 
70° ciascuno, la base maggiore lunga cm 6 e Paltezza di em 4. 


103. Costruire un trapezio rettangolo in cui l'angolo acuto sia 
di 45°, la base maggiore di cm 3,5 e l'altezza di cm 2. 


104. Costruire un quadrilatero ABCD sapendo: AB = em 3, 
BC == cm 4, CD = cm 6, B = 1000, È = 1600, 


105. È possibile costruire un quadrilatero conoscendo solo la 
lunghezza dei quattro lati? Quanti quadri- 
lateri potete costruire di lati lunghi em 2, 
cm 3, cm 4, cm $, in questo ordine! 


106. Per bisecare un angolo È (fig. 408) , 
facendo uso della squadra da carpentiere 
(vedi cap. I, es. 86) basta segnare sui lati 
dell'angolo due punti D, £ ugualmente di- 
stanti da A; disporre poi la squadra in 
modo che, se Y è il suo vertice, risulti; 
DFF = EF. Dimostrare che i triangoli ADF, 
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AEF fono uguali. Da questa uguaglianza deriva che AF è biset- 
trice di 4; perché? 

Se l’angolo della squadra non fosse retto e si ripetesse la costru- 
zione ora fatta, la AF sarebbe sempre bisettrice ? 


107. Di quale criterio d’uguaglianza conviene far uso per veri- 
ficare che le 4 facce triangolari di una piramide d’Egitto sono uguali ? 


108. Si dice che Talete di Mileto, vissuto nel 600 a. C. (vedi 
cap. V, n. $), determinasse la distanza di una nave A (fig. 409) 
A dalla spiaggia al modo seguente : fis- 
sata una base BC sulla spiaggia, mi- 
surava gli angoli di visuale 1 e 2 e 
costruiva gli angoli 3 e 4 rispetti- 
vamente uguali a quelli. 
possibile allora costruire un 
8 C triangolo BA'C uguale a BAC? Di 
quale criterio d’uguaglianza si fa uso? 
La distanza, misurabile, A'P sarà 
uguale alla distanza AP? A questo 
metodo della base ricorrono non sol- 
tanto i topografi (nelle loro trian- 
golazioni) per determinare le distanze 
terrestri, ma anche gli astronomi per 
il calcolo di distanze di corpi celesti dalla terra. © 


Fig. 409. 


109. Si attribuisce anche a Talete di Mileto la costruzione di 
uno strumento per determinare la distanza AP di ina nave dalla 
spiaggia (fig. 410). Lo strumerito era formato da due aste BC, BD 
imperniate in 8. L’asta BD era tenuta verticalmente sopra al punto 
A, mentre l’asta BC era puntata verso P. Allora, senza mutare l’an- 
golo formato dalle due aste, lo strumento veniva fatto ruotare at- 
torno a BD ; l'asta BC si portava in BO’ e veniva a puntare verso 
un punto .P' sulla terra. Era facile 
misurare AP’; perché AP'— AP? 3 
Su quale criterio d’uguaglianza ci 
si basa? 


Fig. 410, Fig. 411. 
110. La distanza di un punto 4 da un punto B visibile da A 


ma inaccessibile (fig. 411), può essere calcolata anche in un altro. 
modo : fissata la direzione AB, si traccia una base qualunque AC 
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perpendicolare ad 48 ; sia M il punto medio di 40. Sulla perpendi- 
colare ad 40 in C' si fissa un punto D tale che la visuale DM passi 
per B. Perché CD = AB? 

CD si può misurare direttamente. 


111. Un altro modo ancora per risolvere il problema precedente 
è questo : si conduce per A la perpendicolare ad AB e sì fissa su 


questa un punto © in modo che 
BOA = 450. A 
Quale misura occorre fare per ii i do 


sapere la lunghezza 4B? 


112. Misurare la distanza AB 
di due punti A e B entrambi ac- 
cessibilà ma separati da un osta- 
colo (un lago, una costruzione) che 
impedisce la misura diretta (fig. 
412). Si fissa un punto 0 da cni 4 c 
e B siano visibili e accessibili. Fig. 412. 

Quali elementi del triangolo 
ABC si possono misurare? Sono sufficienti tali elementi per trae- 
ciare in una vicina spianata un triangolo uguale ad ABC? 


Sugli angoli e sul Teorema di Pitagora: es. 118-134. 


113. Un triangolo rettangolo ha un angolo di 30° e l’ipotenusa 
lunga em 10. Determinare i cateti, 


114. Un triangolo rettangolo ha un angolo di 60° e il cateto 
opposto di m 8. Determinare gli altri lati. 


115. Un trapezio isoscele ha gli angoli acuti di 45° ciascuno, la 
base maggiore tripla della minore e la loro somma di em 20. Deter- 
minare area e perimetro. 


116. Un trapezio isoscele ha gli angoli acuti di 60° ciascuno, 
il lato obliquo di m 10 e la base minore di m 6. Determinare base 
maggiore, altezza e area. 


t17. Determinare l’area e il perimetro di un trapezio isoscele 
avente gli angoli acuti di 45°, la base maggiore di cm 12 e la minore 
uguale ai z di questa. 

Risolvere poi lo stesso problema supponendo 3a la lunghezza 
della base maggiore. 


118. Un trapezio ha gli angoli acuti di 60° e 45°, la base minore 


di m 8 eil lato oblique (lato dell’angolo di 45°) di m 12. Determi- 
nare altezza e base maggiore. 
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119, Il pavimento di una sala del Palazzo Antici-Mattei (del 
1400) in Roma è ricoperto di mattonelle aventi la forma di rombi 
uguali disposti come in fig. 413. 

Quale è l'ampiezza degli an- 
goli di questi rombi? 

Se il lato di ciascun rombo è 
di em 15, quale è Parea di cia- 
scun rombo? 


Fig. 413. Fig. dlé. 


120, Un tavolino ad angolo ha la forma di pentagono ABCDWY 
{fig. 414) ; gli angoli È, B, "© sono retti e i lati AB, BO, DE seno 
uguali e lunghi ciaseuno em 80. I lati AF e CD sono uguali. 

È possibile determinare Varea del tavolino? 

Che figura si ottiene prolungando i lati AZ e OD fino ad incon- 
trarsi ? 


121. Da 0 partono contemporaneamente due persone dA e 8 
secondo direzioni r, s formanti un angolo di 45°. A ha la velocità di 
3 m/s e B di 4 m/s. Stabilire la loro distanza dopo due secondi. 

(Se con 0 e D si indicano le posizioni raggiunte da A e da 8 
dopo due secondi, si conduca da € la perpendicolare ad s). 


122. Lo stesso problema supponendo che le due direzioni for- 
mino un angolo di 60°, 


Per gli es. 123 e 124 si tenga presente î principio di composizione 
delle forze. Vedi cap. III, es. 78. 


123. Per irascinare un grande masso lungo una strada piana si 
applicano a un punto di questo quattro forze che formano suecessi- 
vamente angoli di 45°. Le Ioro intensità sono rispettivamente di 
kg 10, ke 2, kg 10 e kg 12. Quale dovrebbe essere l'intensità di 
quella forza che si volesse sostituire alle quattro? E in che dire 
zione dovrebbe agire? 


124. Una barca è tirata dalle due rive di un canale con due 
corde che formano con l’asse longitudinale della barca angoli di 60° 
e 30°, Sapendo che la barca riceve una spinta di kg 80, calcolare 
l'intensità delle due forze. 
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#er gu e8. 149-14%7 80 tenga presente la teoria del piano inelinato: 

Perché un corpo che si trova su un piano inclinato sia in equi- 
Hibrio occorre che la forza Y che lo so- 
stiene, avente direzione parallela al 
piano, stia al peso P del corpo come 
l’altezza AB del piano sta alla sua lun- 
ghezza 40. 

Dalla fig. 415 risulta dunque: 


P _ AB 
Po AC : Fig, 415. 


125, Su un piano 40 inclinato di 30° scivola una botte pesante 
kg 100. Quale forza dovremo applicare alla botte nella direzione 
AC verso 4 in modo che la botte rimanga ferma? 

(Osservare che in questo caso AB è la metà di 40). 


126. Lo stesso problema supponendo il piano inelinato di 45° 


{in questo caso si ha 9” © 

127. Lo stesso problema supponendo il piano inclinato di 69° 
A È A4B v3 
(in questo caso si ha 930) 


Osservare che in ciascuno di questi casi la forza che bisogna 
applicare perché la botte rimanga ferma è minore del peso della botte. 
Questa è la ragione per eui se si vuole ad es, far salire una botte 
su di un carro, non la si solleva direitamente, ma la si spinge lungo 
un piano inclinato, Fra questi tre casi la forza risulta più piecola 
nel primo. 


128. Abbiamo visto nel cap. II, n. 12 (confronto fra le aree 
di parallelogrammi) che l’area di un parallelogramma non è deter- 
minata se si dà solo la lunghezza di due lati consecutivi. L'area va- 
ria al variare dell’ampiezza dell'angolo compreso fra due lati conse- 
cutivi, 

Stabilire l’area di un parallelogramma di lati cm 10 e em 6 
e di cui l'ampiezza dell’angolo da essi compreso sia e, nei seguenti 
casì : 


4) o == 300 e) @ == 1200 
D) @= 45° Î) a = 1350 
ce) a 00 g) = 1500. 


d) a = 900 
Osservare che l’area y aumenta quando 7 passa dal valore zero 


(area nulla) al valore 90° e diminuisce quando passa dal valore 909 
al valore 180° (area nulla). 
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Il valore massimo dell’area sì ha per 2 = 90° {caso del rettan- 
golo). 
Costruire il grafico. Questo è una curva che si chiama sinuscide. 


129. Due strisce uguali del meccano sono collegate con una vite 
nel punto medio. Attorno ai quattro fori estremi si passa un filo 
elastico ; divaricando le strisce si formano (vedi cap. I, n. 119) 
tanti rettangoli. A un dato istante si ha un quadrato. 

Se le diagonali sono di cm 10 si determini area e perimetro del 
quadrato e di quel rettangolo le cui diagonali formano un angolo 
di 600. 


130, Inscrivere in un triangolo equilatero di lato em 8 un trian- 
golo pure equilatero (fig. 416). Calcolare l’area di questo nei casi 
in cui i suoi vertici distino dai vertici del dato di cm 1, 2, 3,... 7. 

Come variano queste aree? Quale è il triangolo inscritto di 
area minima? Tracciare il grafico (è una parabola con la concavità 
verso l’alto). 

(Osservare che l’area di un triangolo inscritto si ottiene come 
differenza fra l’area del triangolo dato e di tre triangoli uguali; 
questi hanno un angolo di 609), 


A 


8 c (5) c Ù 
Fig. 416. Vig. 417. 


131. L'altezza AB di un albero, di un monte che cade a picco, 
ecc..., la cui base 2 sia accessibile (fig. 417) si può calcolare così : 
Pi ci si sposta lungo Porizzontale 

per B fino a un punto C tale 
che Pangolo di visuale È sia di 
60°. Se per es. risulta BO= m 10, 
quanto è alto AB? 


132. Se la base B dell’al- 

bero 4 non è accessibile (fig. 

si 418) prima ci si sposta lungo 

30 Porizzontale per B fino a un 

e c o punto C tale che AB = 600. 
Fig. 418, poi ci si sposta ancora fino a 2) 
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tale che AD)B = 300, Osservo allora che il triangolo AU è 1s0- 


scele ; perché ? 
Se risulta CD = m 8, quale è l’altezza di AB? 


133. Mi trovo in A (fig. 419) e debbo andare in B passando però 
a prendere acqua al fiume; A e 8 sono ugualmente distanti dal fiu- 


Fig. 419. 


me. Vi è un gran prato piano e io posso fare il cammino che più 
i piace, ma — è naturale — voglio camminare il meno possibile. 
Quale degli infiniti cammini ACB mi conviene percorrere ? 
I dati sono: 


AB=m 80, AH = BK = m 30. 


Dividete il tratto HK — AB = m 80 in8 parti uguali e consi- 
derate successivamente € distante da H di 10, 20, 30, 40,..., 70 metri. 
Im tutti questi casi calcolate la lunghezza dei cammini ACR. Calco- 
late anche la lunghezza del cammino ACB se € si trova in H e se 
€ dista da # di m 10, ma è esterno al segmento HK. 

Osservate che la lunghezza dei cammini varia ; verificate che 
fl minimo cammino si ha per 0 punto medio di HK (vedi cap. IF, es. 61, 
e cap. IL, es. 97). 

_Jn tal caso il triangolo ACB è isoscele ; anche gli angoli AOM 
e BO M (fig. 420) risultano uguali ; perché? Gli angoli che ì percorsi 


A M E) 
H c x 
Fig. 420. 


40 e CB formano con la perpendicolare ad HK passante per © 
si chiamano rispettivamente angoli di incidenza è di riflessione 
{vedremo ora il perché di questi nomi). 
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Possiamo perciò dire: sî verifica U cammino pui breve quando 
Vangolo di riflessione è uguale a quello di incidenza. A 

Questo principio prende il nome di legge della riflessione e ba 
luogo in tanti casi. Vale per es. per la luce : se vogliamo colpire il 
punto 8 (fig. 421) con un raggio di luce che provenga da una sorgente 
luminosa 4 e non possiamo fare in 
modo che il raggio segua il cammino 
diretto AB (per es. fra A e B vi è una 
parete opaca) disporremo uno spec- 
chio nella posizione H.K, in modo 
tale che AH = BK. 

Ci accorgeremo allora che la luce 
colpisce lo specchio nel punto C medio 
di HXK (per eseguire l’esperienza con- 

Fig. 421 viene mettere in evidenza i cammini 
luminosi spargendo del pulviscolo). 

Accade dunque anche alla luce di essere pigra : anche la luce 
percorre il cammino più breve possibile. ò 


134. Mi trovo in A alla distanza di m 1,50 dalla parete sinistra 
di un campo di bocce e voglio colpire il boecino B posto alla stessa 
distanza da quella pa- 
rete (fig. 422). 

Posso, o lanciare 
la boccia direttamente, 
o colpire per es. la pa- 
rete sinistra in modo 
che di rimbalzo la palla 
devii verso B. 

Devo tener pre- 
sente che anche per le 
bocce vale la legge della 
riflessione. Perciò se 

ù a colpisco il punto C me- 
# A dio di HK è certo che 
Fig, 122. l’angolo di incidenza Fig. 423. 
sarà uguale all’angolo 
di riflessione e quindì che la palla andrà a passare per R. 

Sì calcoli la lunghezza del cammino ACB supponendo € punto 
medio di HX, HK = m4,50 e — come abbiamo già detto’ — 
AH => m 1,50. 

Verificare che questo cammino è più breve del cammino 4C0°B 
dove HAC' «= 60° (fig. 423). Si tenga presente che la palla che col- 
pisce la parete in 0’ non verrebbe deviata per B. 
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CAPITOLO QUINTO 


1. La base di un triangolo isoscele è di m 16 e ciascuno dei lati 
uguali è di m 10, Trovare i lati di un triangolo simile a questo sapenda 
che la sua base è di m 6. 


2. Due triangoli isosceli sono simili e i Jati corrispondenti sono 
rispettivamente di cm 8 e em 20; la base del secondo è di em 16. 
Determinare la base del primo. 

Calcolare poi la lunghezza delle altezze relative alle basi. 


3. Due triangoli isosceli sono simili. Le basi sono di em 24 è 
cm 36 e l'altezza del primo è di ecm 5. Determinare laltezza del 
secondo e la lunghezza dei lati. 


4, I triangoli ABC, A'B’C’ sono simili col rapporto di simili- 
tudine î Sapendo che AB = m 8, BO = m12, AC= m9, deter 
minare la lunghezza dei lati di A'B'C°. 


5. Indichiamo con a, b, c e con a’, è’, e’ i lati corrispondenti 
di due triangoli simili AB0, A'8’‘0”. Sapendo che: 


1) a=m 5, bm 3, c=m 6, a' = m 2, determinare 8’ 


2) a=cm 2,b=em 3, a = cm 5, c' = cm 7, determinare 
ced; 
3) a = cm 3,0= cem, d' = cm 2,5, c' = cm 4, determinare 
bea. 
6. Due triangoli rettangoli 480, 4’B’0° sono simili. L’ipote- 
nusa di ABC è di cm 10 e i cateti di questo sono l’uno i i del 
Valtro. Determinare i lati dei due triangoli sapendo che il rapporto 


di similitudine è uguale a È 
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1. Determinare l’altezza di un palo sapendo che la sna ombra 
è di m 3 e che l’ombra di un bastone alto m 2,50 alla stessa. ora del 
giorno è di m 1. 


8, Si dice che Talete di Mileto (matematico greco del 600 a. 
C.; vedi cap. V, n. 8) misurasse l’altezza delle piramidi d’Egitto 
basandosi sul fatto che le altezze di due oggetti stanno fra loro 
come le lunghezze delle loro ombre. Determinare l’altezza della 
piramide di Cheope sapendo che il lato di base è lungo m 230, l’om- 
bra della piramide è di m 85 e che l’ombra di un bastone alto m 1,46 
alla stessa ora del giorno è lunga m 2. 

{Confrontare il risultato con quello ottenuto direttamente nel- 
les, 74 del cap. DI). 


9. Un angolo acuto di due triangoli rettangoli è di 32°. Sono 
simili i triangoli? i 2 


10. L’angolo al vertice di due triangoli isosceli è di 40°, Sono 
simili i triangoli? 


11. Nel triangolo ABC si ha AB = m 5, AC=Mm 7. A partire 
da A si stacca su AB un segmento AD = m2. Quale sarà la lun- 
ghezza del segmento A£ che si dovrà staccare su AC in modo che il 
segnato DE risulti parallelo a BC, cioò che ADE risulti simile 
ad A 


12. I lati AB, BC, CA di un triangolo stanno fra loro come 
3:4:6. Sapendo che il perimetro del triangolo è di m 26 e che nel 
triangolo A4’B’C* simile ad ABC il lato A’B' misura m 21, determi- 
nare le lunghezze dei lati dei due triangoli. 

{Osservate che se due triangoli sono simili i perimetri stanno fra 
loro come due lati corrispondenti : è evidente infatti che se per es. 
tutti i lati di un triangolo sono doppi dei corrispondenti di un altro, 
il perimetro del primo risulterà doppio di quello del secondo). 


13. I triangoli ABC, A'B"0' sono simili col rapporto di simili- 
tudine i. T lati del triangolo ABC stanno fra loro come 4:7:10 
e il perimetro misura cm 63. 

Determinare le lunghezze dei lati dei due triangoli. 

14. Due triangoli sono simili; sapendo che la base del primo 
è di cm 20, l'altezza relativa î È di questa e la base dell'altro è 


di cm 30, determinare l’altezza corrispondente del secondo triangolo. 
(Osservare che le altezze corrispondenti di due triangoli simili 
stanno fra loro come le rispettive basi). 
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15. Disegnare un quadrilatero ABCD in cui: AB =em 3, 
BO = cm 5, À = 800, 2 = 100°, 0 = 1200, Dopo aver determinato 
l'ampiezza dell'angolo D, costruire un quadrilatero simile al dato 


in cui ciascun lato sia i a del corrispondente. 


16. I lati corrispondenti di due triangoli simili sono di cm 8 
e em 12; l’area del primo triangolo è di cm* 32. Determinare l’area 
del secondo. 


17. I lati corrispondenti di due rombi simili sono di cm 9 
e cm 15. L’area del secondo è em° 100. Determinare l’area del primo 
e le altezze. 


18. Il rapporto di similitudine fra due parallelogrammi simili 
è $ e l’area del primo è cm? 60. Determinare l’area del secondo. 


19. I lati corrispondenti di due poligoni simili sono rispettiva- 
mente lunghi cm 15 e cm 25. L'area del primo è cm* 150; deter 
minare l’area del secondo. 


20. Le aree di dne poligoni simili sono m* 144 e m° 20. Un lato 
del primo è m 20. Determinare il corrispondente lato del secondo. 


21. Quale è il rapporto fra le aree di due triangoli equilateri di 
lati rispettivamente lunghi om 15 e cm 5? 


22. Se l’area di un triangolo equilatero è quadrupla di quella 
di un altro triangolo equilatero di lato em 12, quanto sono lunghi 
i lati del triangolo maggiore? 5 


23. Lo stesso problema supponendo che l’area del triangolo 
maggiore sia 9 volte quella del minore e che il lato di questo sia em 2. 


24. La base e l'altezza relativa di un triangolo sono lunghe 
cm 3 e em 4, Trovare base e altezza corrispondenti di un triangolo 
simile a questo la cui area sia 16 volte maggiore. 


25. Sia D un punto del lato AB del triangolo ABC; per D si 
conduca la parallela DE a BC. Sapponendo : AD = m 2, DB = m3, 
determinare : 

1) il rapporto ira le aree dei triangoli ABC, ADE; 
2) il rapporto fra le aree delle due parti in cui è diviso il 
triangolo, 


26. In un triangolo ABC di base BO = cm 4 e altezza AH = 
cm 6siconduce parallelamente alla base una corda DZ che sega D’al- 
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tezza in un punto H° tale che AH’ = + AH. Determinare le aree 
delle due parti in cui resta diviso il triangolo. 


27. In un triangolo di base cm 40 e altezza em 30 si conducono 
due corde parallele alla base; queste dividono l'altezza a partire 
dal vertice fn tre parti che stanno fra di loro come 3 : 7 : 5. Determi- 
nare le aree delle tre figure in cui resta diviso il triangolo. 


28. L’area di un triangolo è m* 80. Si conducono delle rette 
parallele alla base che dividono un lato in quattro segmenti uguali. 
Trovare le aree delle quattro parti in cui resta diviso il triangolo. 

(Osservare che il triangolo si può scomporre in tanti triangoli 
uguali). ° 


29. La base BC di un triangolo ABO è di em 16. Trovare la 
lunghezza del segmento DE parallelo alla base condotto per un punto 


D del lato AB in modo che l’area del triangolo ADE sia + del- 
l’area di tutto il triangolo. 


30. Determinare i segmenti 40, 00, BO, OD in cui si segano 
le diagonali AC, BD di un trapezio isoscele le cui basi DO e AB 
misurano m 40 e m 16, e l’altezza è di m 16. Calcolare poi le aree 
dei quattro triangoli in eni le diagonali dividono il trapezio. 

(Osservare che i triangoli A0B, COD sono simili; se l'altezza 
relativa ad AB del triangolo AOB si indica con #, l'altezza relativa 
a DC di COD sarà 18 — 2). 


31, In un triangolo rettangolo ABC (fig. 424) di cateti lunghi 
em & e em 6 è inscritto un quadrato avente due lati sui cateti BA, 
BC e il vertice D, comune agli altri due, sull’ipo- 
A tenusa. Determinare il lato del quadrato. 
(Osservare che i triangoli AED, ABCO sono 
simili. Se x è il lato del quadrato, si avrà: 
AE=8— 0). 


32. In un triangolo rettangolo di cateti 
E o em 12 e em 16 è inscritto un rettangolo avente 
la dimensione maggiore (disposta sul cateto 
maggiore) di em 9. Determinare: 
1) l’altra dimensione del rettangolo ; 
2) l’area delle 3 parti in cui resta diviso 
8 © il triangolo. 
Fig. 424. 
33. Un tetto di paglia la cui sezione è rap- 
presentata sul foglio dal segmento ZA (7 è il punto più alto ed 4 
il più basso) ha una inclinazione sull’orizzontale di 60° e si arresta 
a un'altezza 428 dal suolo di m 2,50. 
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. Costruendo una nuova ala BE di edificio, può essere prolungato 
fino a un punto D tale che DE = m 1. 
Determinare la larghezza BZ della muova ala di edificio. 


34. Inserivere dei rettangoli in un rorabo di diagonali lunghe 
m 12 e m8eosservare le variazioni dell’area dei rettangoli, ferman- 
dosi sui seguenti casi: 
1) una dimensione del rettangolo lunga m 10; 
2) una dimensione lunga m 8; 
3) una dimensione lunga m 6; 
4) una dimensione lunga m 4; 
5) una dimensione lunga m 2. 
(La dimensione incognita si determina facilmente basandosi 
sulla similitudine dei triangoli). 
Si osserverà che ha area massima quel rettangolo in cui una di- 
mensione è lunga m 6; l’altra risulta di m 4, o quindi Parea di m? 24. 
Il grafico è una parabola con la concavità rivolta verso il basso ; 
disegnarla. 


35. Disegnare la pianta di un campo rettangolare di dimen- 
sioni m 8 e m 6, facendo corrispondere ad ogni metro cm 1,5. Quali 
sono le dimensioni della pianta del campo e quali quelle della pianta 
di una vasca pure rettangolare che è disposta nel centro del campo 


e le cui dimensioni sono + di quelle del campo? 


36. Stabilire la scala in cui è.stata eseguita la pianta dell’appar- 
tamento riprodotta in fig. 425, misurando i lati col doppio decimetro 
e supponendo che i numeri indicati rappre- 
sentino le misure espresse in metri. Deter- 250 250 
minare poi l’area di ogni camera. 


37. Eseguite la pianta di una camera 
della vostra casa nella scala 1:100, cioè 
fate corrispondere a 1 metro 1 centimetro. 


38. L'altezza, la larghezza e la profon- 
dità di una libreria sono rispettivamente 
m 1,62, m 1,34 e crm 30. Eseguendone il 
disegno in scala 1:15 (a cm 15 corrispon- 
dono em 1), quali saranno le misure corri- Fig. 425. 
spondenti sulla carta? 


39. Un cassettone ha le misure : altezza m 1, larghezza m 1,20, 
profondità cm 60. Volendo costruire un cassettone della stessa 
forma ma ingrandito nel rapporto 1,4, quali saranno Ie lunghezze 
corrispondenti ? 


40. Dovendo percorrere in bicicletta îl tratto Roma-Ostia Lido, 
consulto una carta del Lazio in cui è disegnato un segmento lungo 
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17, — Castelnnoto, Geometria intuitiva. 


em 3,3 e vi è scritto km 10 (cioè in cui si fa corrispondere a km 10 
un segmento lungo cm 3,3). 

In tale carta risulta che la distanza Roma Centro-Ostia Lido 
lungo la strada automobilistica è di em 9. Quale è la distanza reale? 


41. In una carta geografica nella scala 1: 3.000.000 la distanza 
aerea fra Venezia e Verona è di cm 3,5, Quale sarà la distanza reale ? 

E la distanza Roma-Firenze, sapendo che nella stessa carta 
risulta di em 7,6? 


42. Una carta geografica è priva di scala. Si verifica però che 
ad una distanza reale di km 39 essa fa corrispondere una lunghezza 
di cm 1,5. Determinare la scala. 


43. Voi sapete che la Sicilia ha forma triangolare } i tre vertici 
sono la Punta del Faro (vicino a Messina), il Capo Boeo (vicino a 
Marsala) e la Punta delle Correnti (estremità meridionale). Su una 
carta geografica all’ 1:1.250.000 la distanza Punta del Faro-Capo 
Boeo risulta di em 23,2; quella Capo Boeo-Punta delle Correnti di 
em 21,4 e quella Punta delle Correnti-Punta del Faro di cm 15. 

Determinare le distanze reali dei tre lati. 


44. Riferendosi all’es. precedente, misurate un'altezza del 
triangolo che individua la Sicilia e calcolate l’area reale dell’isola. 

Confrontate i risultati ottenuti consultando un libro di geo- 
grafia. 


45. In una carta della Sardegna nella scala 1:3.000.000 la 
distanza fra i due estremi în latitudine (Ia Punta del Falcone è il 
Capo Teulada) è di cm 8,8 6 la distanza fra i due estremi in longitu- 
dine (il Capo Comino e il Capo dell’Argentiera) è di em 4,7. Deter- 
minare le distanze reali. 


46. Consultando una carta cercate di dare una valutazione 
approssimata dell’area della Sardegna, confrontando poi il risultato 
con quello che potete trovare su un libro di geografia. 


47. La pianta di un giardino è formata da un quadrato e da 
quattro triangoli equilateri costruiti su ciascun lato del quadrato. 
Qual'è la distanza reale di dus vertici estremi dei triangoli se nella 
pianta risulta il lato del quadrato lungo cm 4 e la scala è 1: 200? 

Determinare poi l’area reale del giardino. 

Un vertice del quadrato è allineato con i due vertici consecutivi 
dei triangoli? 


48. Una ragnatela si può pensare formata da tanti poligoni 
regolari di uno stesso numero di lati (quindi simili) disposti a una 
certa distanza uno dall'altro (fig. 426). Un ragno si trova in Re 
vuole acchiappare nella sua tela un insetto morto che si trova in 
M. Sapendo che la distanza fra un lato di un poligono e il lato corri- 
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spondente del poligono successivo (e cosi anche l’apotema del poli 
gono minore) è di em 1,2, e che la distanza MR è di em 10, deter- 
minare il numero dei poligoni che 
il ragno dovrà costruire perché M 
risulti interno alla ragnatela. 

Stabilire poi l’area del poligono 
maggiore sapendo che quella del mi- 
nore è di cm* 4,63. 

(In figura abbiamo disegnato dei 
dodecagoni ; l’area di un dodecagono 
regolare di apotema em 1,2 risulta 
appunto approssimativamente di 
em 4,63. 

Si tenga presente che in figura M 
è situato in un punto che non cor- 
risponde alla vera posizione). 


Fig. 128. 


Per gli esercizi 49-51 basarsi sulla seguente legge di fisica » 


Sia S una sorgente luminosa, per es. una candela (fig. 427). 

Essa illumina un quadrato A posto a una certa distanza. Come ri- 

sulta dalla figura, pro- 

durrà un'illuminazione 4 

volte minore su un qua 

drato B, posto a una di- 

Ss stanza doppia e 9 volte 

n 8 ‘o Painore su un quadrato € 

{ posto a distanza tripla. 

La stessa quantità di luce 

Fig. 427 infatti che illumina A 

deve illuminare i -qua- 

drati B e C rispettivamente 4 e 9 volte maggiori di A. Si ha perciò 

la legge : Vintensità di illuminazione di una superficie è inversamente 
proporzionale al quadrato della distanza dalla sorgente. 

Questa legge vale anche per il suono : se Varia è calma, anche 

l'intensità del suono varia in modo inversamente proporzionale al 

quadrato della distanza della sorgente sonora. 


49. Confrontare l’intensità d’illuminazione della pagina di un 
libro distante cm 50 da una lampadina con l'illuminazione prodotta 
sulla pagina quando il libro è distante m 2 dalla lampada. 


50. Un foglio si trova alla distanza di m 4 da una lampada. 
A che distanza dovrebbe essere posto da un’altra lampada quattro 
volte più potente della prima in modo da avere su di esso la stessa 
illuminazione ? 


51. Due nomini odono un colpo di cannone. Uno si trova alla 
distanza di m 300 dal cannone e l’altro si trova sulla retta con- 
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giungente il cannone col primo osservatore, dalla stessa parte, a una 
distanza dal cannone di m 1000. Confrontate le intensità del suono 
udito dai due osservatori. 


52. Dei giovani esplo- 
ratori misurano la lunghez- 
za AB di uno stagno co- 

A 8 ce struendo un triangolo ACE 
e conducendo BD parallelo 
a CE, come è indicato in 


fig. 428. Se: 
AE =m 9, 
DE = m 2,40, 
BO =m 2,80, 
o quanto è lango 4B? 
53. La distanza fra 4 
e un punto inaccessibile B 
È si può calcolare al modo se- 


Fig. 428, guente : fissato un punto € 

tale che la distanza 40 sia 

direttamente 1 isurabile, si determinano, le ampiezze degli angoli 

di visuale BOA, BÎC. Sia: AC = m 75, BOA = 40°, BÀC = 600, 

Costruite un triangolo A‘B‘C’ avente Z’ = 609, 0’ — 40°, cioè un 

triangolo simile a! dato, nella scala 1: 1000, e misurate direttamente 
sulla carta il segmento A'B'. 

Quanto risulterà lunga la distanza reale AB1 


54, Per misurare l'altezza di un picco 
AB (fig. 429), il cui piede B è inaccessibile, A 
ci si allontana da B a partire da un punto 
€ che si trovi sull’orizzontale passante per 
B, fino ad arrivare ad un punto qualunque 
D. Si misurano gli angoli di visuale BOA, 
BDA e la lunghezza CD. Se risulta: 
CD =m 12, BÒA = 80°, BDA = 860, si 
determini l’altezza reale AB dopo aver g CB 
disegnato un triangolo simile ad ADl nella x 
scala 1:500. Fis 420, 


55. Misura di un'altezza AB il cui piede A è accessibile. Ab- 
biamo già visto come si può risolvere questo problema coi metodo 
delle ombre. Una soluzione altrettanto semplice ci è data da Ger- 
berto (Papa Silvestro Il, X-XI sec.). 

Si fa uso di una squadra a cateti uguali FE, ED e ci si sposta con 
questa in una posizione CD in modo che il raggio visuale DI passi 
per B (fig. 430). 
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I triangoli BGD, FED sono simili ; perché? 

Essendo FE = ED, come sarà BG rispetto a GD? Quali misure 
occorrerà fare? 

E se la squadra ha i cateti FE ed ED 8 


nel rapporto i come sarà BG rispetto a GD? 


56. Un semplicissimo mezzo per misurare 
l'altezza di un albero è il seguente : si pianta FP 
un bastone abbastanza alto nel. terreno e l’os- 
servatore dispone l’occhio in un punto $S 
(fig. 431) e guarda la cima e la base del- 6 [:] 
Palbero. 
Il suo assistente segna i punti 45, in cui 
le linee di visnale incontrano il bastone. 


Quali misure si devono eseguire per avere qa e 
poi indirettamente la lunghezza dell’albero? Fig. 430, 
Se risulta : 
A4B=m1, 
8B == m 1,40, 
8Q = m 4,20, 


quanto è alto l'albero? 


57. Un altro modo per de- 
terminare Valtezza di un al 
bero si trova nell’Ottica di 

Pie. 631. Euclide (III sec. a. C.). Sia AB 

l'albero da misurare; un tale 

dispone uno speechio & sul terreno e si allontana da $ percor- 

rendo la retta B$ fino a fermarsi in un punto © da cui vede l’im- 

magine della cima dell’albero riflessa 
nello specchio (fig. 432). 

Ricordatevi che per una legge 
sulla riflessione della luce (cap. IV, 
es. 133) gli angoli A9B e DSC sono 
uguali. 

Come sono perciò i triangoli 
ABS e DCS? 

Se: DO = m 1,70, C8=m3, 
SB = m 12, quanto è alto l'albero? Fig. 432. 


58. Determinare la distanza di due punti A e B inaccessibili. Si 
consideri sul terreno un segmento qualunque CD (tale che ABCD 
sia un quadrilatero convesso) misurabile direttamente, e si deter- 
mini l'ampiezza degli angoli di visuale secondo cui si vedono i seg- 
menti AB, BO, AD da € e D. 
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Se risulta : 
CD =m 28, AÎDB = 26°, BÎC = 32°, BOA = 300, AOD = 450, 


eseguita la riduzione del disegno in scala 1:1000, si determini la 
distanza reale AB. 


Per gli esercizi 59-64 tenere presente il cosiddetto metodo dei 
quadrati, che qui esponiamo. 


Molte volte occorre ingrandire una figura per studiarne i parti- 
colari e poi rimpiccolirla in una data scala. 

Questo problema sì presenta spesso ai pittori: se un pittore 
deve eseguire un grande affresco con più personaggi, egli studia 
prima i singoli personaggi in particolare, disegnandoli separatamente 
in una scala qualunque; poi li disegnerà nell’affresco riportandoli 
a un’altra scala. 

Uno dei metodi per ingrandire e impiccolire i disegni è il me- 
todo dei quadrati, Consiste in questo : 

consideriamo una figura qualunque, per es. il poligono ABOUDE 


(fig. 433), e supponiamo di volerla ingrandire nel rapporto i, cioè 


di voler costruire un poligono simile a questo avente i lati doppi 


a boe d eufog n 


abcde fgh 


unu 
b 


Fig. 493. 


del dato. A questo scopo si costruisce sulla figura data una rete di 
quadrati ; si costruisce poi un’altra rete di quadrati di lati doppi 
dei precedenti. Se i vertici ABCDE del primo poligono si trovano 
nei punti corrispondenti alle notazioni (4, a), (1, 0), (6, #), (7,1), (7,5), 
i vertici A"B'‘C'D'E' del poligono ingrandito si troveranno nei 
punti corrispondenti alle notazioni (4, @°), (1‘, 0°), (6%, #1), (7, f), 
(7',b'). Unendo questi punti si ha un poligono simile al dato. 
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59. Come procedereste se i vertici del poligono dato non si tro- 
vassero nei vertici della quadrettatura? E come, se la figura non 
fosse a lati rettilinei? 


60. Disegnare un quadrilatero e ridurlo secondo il rapporto 3 


61. Disegnare un esagono e ridurlo secondo il rapporto i 


62. Disegnare una figura limitata da linee curve e ridurla nel 
rapporto 7 


63. Considerata una carta geografica del Lazio, ingrandirla nel 


‘apporto a 
rapp 3° 


64. Considerata una carta geografica della Sicilia, ingrandirla 


4£ 
nel rapporto 3 


65, Un semplice apparecchio che può essere adoperato special- 
mente per la riduzione delle figure è la 

camera oscura (intuita da Leon Battista 
Alberti, da Daniele Barbaro e costruita 
da Gian Battista della Porta alla fine 
del 1500). 

Si basa sulla propagazione rettilinea 
della luce. 

Essenzialmente è formata da una sem- 
plice cassetta di legno (fig. 434) che ha 
alla base inferiore un piccolo foro e come 
base superiore un foglio di carta traspa- 
rente. 

Una figura disegnata su un foglio che 
sì frova sul tavolo viene riprodotta in for- 
ma simile sulla carta trasparente e se ne 
fissa l’immagine a matita. 

Il rapporto di similitudine varia al 
variare della distanza della cassetta dal 
tavolo. 


Fig. 434. 


Gli esercizi 66-70 si basano su due teoremi di Euclide, che qui 
esponiamo. 
I Teorema di Euclide. 


L'altezza AD relativa all’ipotenusa BC di un triangolo rettan- 
golo ABC divide il triangolo in due triangoli, pure rettangoli ; cia- 
scuno di questi è simile al triangolo dato. 
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Perché per es. i triangoli ABC e DBA (fig. 435) sono siimili? 
(Confrontate gli angoli : BC = ADB perché retti, B è comune, 
e quindi...). Se questi triangoli sono 


simili, i lati corrispondenti sono in A 
proporzione, cioè : 
BC (opposto a BÎC}: AB (op- 
posto a BDA) = AB (opposto a 0): BD 
(opposto a BAD) x 
C) 0 


(1) BC: AB= AB:BD. Fig, (36, 


Si ha cost il I° Teorema -d@'Eu- 
clide : 

Un cateto di un triangollo ret- 
tangolo è medio proporzionale fra 
Pipotenusa e la proiezione diel ca- 
teto stesso sull’ipotenusa. 

La relazione (1) può :anche 
seriversi : 

AB* = BC. BD. 

Che cosa rappresenta ALB*? 

AB' è l'area del quadrato 
costruito sul cateto 48. IH che 
cosa rappresenta BC- DB? Rap. 
presenta l’area del rettangcolo di 
dimensioni BO e BD. 

E allora? Che cosa vi dice la 
Fig. 436. fig. 436? 


{BC-BDI 


Il Teorema d’Euelide, 


.. L'altezza AD relativa all'ipotenusa BC di un triangolo rrettan- 
golo ABC divide il triangolo in due triangoli simili. ABD,, CAD 
della fig. 487 sono simili perché hanno 
gli angoli corrispondenti uguali; infatti : A 


BÎA = AÎDC perché retti , 


DBA = CAD perché entrambi uguali 
a 900 meno... 
Se questi triangoli sono simili, i lati 8 D e 
corrispondenti sono in proporzione. Verifi- Fig. 437. 
cate che la proporzione è la seguente : 


@) BD:AD= AD: DO. 
Si ha cost il II° Z'eorema @ Euclide : 


L'altezza relativa all’ipotenusa di un triangolo rettangolo è media 
proporzionale fra le proiezioni dei catetì sull’ipotenusa. 
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ETTARO 


La relazione (2) può anche scriversi: A 


AD° = BD- DO. Ss 


Spiegate come si interpreta tale re- 
lazione osservando la fig. 438. 


B G) e 
66. Un cateto di un triangolo ret- - 
tangolo è lungo m 6 e la sua proiezione 9 
sull’ipotenusa m 2. Determinare gli altri à 
due lati e l’altezza. i 
67. L’ipotenusa di un triangolo ret- SE 


tangolo è lunga m 10 e Ia proiezione 
di un cateto su questa è di m 3. Determinare i cateti. 


68. L'altezza relativa all’ipotenusa di un triangolo rettangolo 
è di m 8 e la proiezione di uno dei cateti è di m 4. Determinare i 
lati. 


69. Le proiezioni dei cateti sull’ipotenusa di un triangolo rettan- 
golo sono di m 4 e m 9, Trovare altezza e cateti, 


70. Un cateto di un triangolo rettangolo è lungo m 5 e Paltezza 
è di m 3. Determinare ì lati e le proiezioni dei cateti sull’ipotenusa. 
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CAPITOLO SESTO 


Lunghezza e area del cerchio: es. 1-67. 


“5 1. Il raggio di un cerchio è lungo em 4; trovare la lunghezza 
della circonferenza. 


2. Raddoppiando la lunghezza del raggio dell’es. precedente, 
raddoppia anche la lunghezza della circonferenza? 


“À 3. La lunghezza di una circonferenza è cm 12,56. Trovare il 
raggio. 


NA. Le lancette di un orologio sono lunghe cm 1 e cm 1,5. Di 
quanto la lunghezza della circonferenza descritta dalla lancetta 
maggiore supera quella descritta dalla minore? 


Invece di percorrere il viale che circonda un’aiuola circolare 
un barhbino la traversa secondo un diametro. Quanta strada rispar- 
mia se il raggio dell’aiuola è di m 5? 


=) 6, Trovare il raggio di un cerchio la cui lunghezza è uguale alla 
semicirconferenza di un cerchio di raggio em 2. 


25.3. Sì vuole circondare di un recinto una fontana rotonda di 
raggio m 1,50. Quanto deve essere lungo il recinto se si vuole che 
fra esso e ll bordo della fontana vi sia uno spazio largo m 1f 


lA Un bambino manda un cerchio di diametro m 1. Quale cam- 
mifio ha percorso il bambino quando il cerchio ha fatto 10 giri? 
E 100 giri? 


e sana Un falegname deve costruire una tavola rotonda per 6 per- 


uale deve essere il raggio di questa tavola se ogni persona 
deve avere un arco di 50 cm? 


40. Le ruote anteriori di una carrozza hanno il raggio di 1 m 


e fanno 25 giri mentre quelle posteriori ne fanno 20. Trovare la lun- 
ghezza e il raggio delle ruote posteriori. 
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11. Un ciclista ha percorso km 26 in 12 50". Se le ruote della 
bicicletta hanno un raggio di 40 cm, quanti giri ha fatto in tutto? 
E quanti al minuto? 


12. Le ruote di un’antomobile hanno il raggio di em 32. Se 
il contagiri ad esse applicato segna che le ruote hanno compiuto 
8000 giri, quale è il tragitto percorso dall’automobile? 


13. Un pista circolare è racchiusa da due recinti concentrici 
lunghi rispettivamente m 1500 e m 1200. Determinare la larghezza 
delia pista. 


14. La lunghezza di una circonferenza è 12. Determinare il 
raggio di una circonferenza lunga la quarta parte di questa. 


15. Aumentando di m 2 il raggio di una circonferenza lunga 
20, di quanto aumenta la lunghezza della circonferenza? 

E se si aumenta di m 3? e di m 4? 

D se si aumenta di a? 


16. Calcolare la lunghezza di una circonferenza di raggio cm 5 
e le lunghezze delle due circonferenze costruite dividendo il diametro 
in due parti qualsiasi (lunghe ad es. cm 8 e cm 2). Confrontate la 
somma di queste due circonferenze con la lunghezza della circonfe- 
renza maggiore. 

E se si divide il diametro in 3, 4,... parti e si costruiscono le 
varie circonferenze, cosa si può dire della somma di queste rispetto 
alla circonferenza data? 


17. Per andare da 4 a B posso percorrere la semicirconferenza 
di diametro AB e centro 0. Faccio una via più breve percorrendo 
le due semicirconferenze di diametri 40 e 08? Considerate prima 
il caso numerico 40 = m 4, poi il caso letterale A0 = r. 


18. Analogo problema dell’as. precedente nel caso che si divida 
il diametro in 4, 8,... parti uguali e si costruiscano le corrispondenti 
semicirconferenze. 

Considerare il caso numerico e il caso letterale dell’es. precedente. 


19. Immaginiamo di dividere il diametro AB in un numero 
sempre maggiore di parti e di costruire le corrispondenti circonfe- 
renze. Si osserverà che la somma delle lunghezze delle varie circon- 
ferenze risulta sempre uguale alla semicirconferenza di diametro AB. 

Questa proprietà si mantiene anche nel caso «limite »? 

(Confrontate queste considerazioni con quelle fatte nel cap. I, 
es. 36), 


20. Determinare la lunghezza della circonferenza circoscritta a 
un rettangolo di dimensioni cm 9 e cm 12. 
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21. Determinare la lunghezza di una circonferenza circoscritta 
a un quadrato di lato em 4. 


97 22. Determinare la lunghezza di una circonferenza inscritta in 
un quadrato di area cm° 144. 


DA 23. La lunghezza di una circonferenza è 8x. Determinare il 
raggio e il perimetro del quadrato inscritto. 


24, Il raggio di un cerchio è lungo cm 3. Determinare l’area. 
Raddoppiando la lunghezza del raggio, raddoppia anche l’area 
del cerchio? e se il raggio triplica? : 


7? 25. L'area di un cerchio è m° 28,26. Determinare il raggio e la 
lunghezza della circonferenza. 


26. Una circonferenza è lunga cm 9,42. Determinare l’area del 
cerchio. 


N 


27. Aumentando di cm 2 il-raggio di una circonferenza lunga 
em 6,28, di quanto aumenta Parea? 
se si aumenta il raggio di a? 


4; 28. Un campo ha la forma di trapezio rettangolo di basi lunghe 
m 32 e m 24 e lato obliquo di m 10. Nell’interno del campo vi è una 
vasca circolare il cui contorno è lungo m 6,23. Determinare l’area 
coltivabile del campo. si 


29. Determinare la lunghezza e Parea di un cerchio inseritto 
in un quadrato di diagonale lunga cm 10. 


30. Determinare la lunghezza di un arco di cerchio corrispon- 
dente a un angolo di 42°, sapendo che il raggio è di m 4. 


31. Determinare l’ampiezza dell'angolo di un arco lungo 67 
sapendo che il raggio è di cm 10. 


32. Determinare la lunghezza di un arco corrispondente a un 
angolo fi 25° sapendo che la lunghezza della circonferenza è di 
em 12. 


33. Può accadere che la lunghezza sia numericamente uguale 
all’area del cerchio? (Osservare che ciò accade solo se r = 2; ugua- 
gliate le formole della lunghezza e dell’area e semplificate). 


34. In un cerchio un arco corrispondente a un angolo di 20° 
è lungo cm 18. Determinate il raggio del cerchio. 


35. Calcolare l’area di un settore circolare di arco lungo em 2r 
e raggio em 5. 
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36, Calcolare l’area di un settore circolare di raggio cm 4 cor; 
rispondente a un angolo di 500. 


37. Calcolare Darea di un settore circolare di arco cm 10 e an- 
golo al centro di 400 


38. In un cerchio un settore avente l'ampiezza di 40° ha l’area 
di em? 4. Determinare il raggio. 


39. Due angoli al centro di uno stesso cerchio di raggio cem 3 
sono rispettivamente di 40° e 28° ed hanno un lato comnne ; deter- 
minare la lunghezza dell'arco differenza. 


40. In un cerchio due angoli aì centro sono rispettivamente di 
38° e 240, Sapendo che l'arco corrispondente all’angolo differenza 
è lungo em 28, determinare il raggio del cerchio. 


41, La lunghezza di una circonferenza è 18x; due angoli al 
centro consecutivi sono rispettivamente di 400 e 32°. Determinare 
la lunghezza dell'arco somma. 


42. Le città di Modena e Pistoia si trovano circa sullo stesso 
meridiano. Determinare la loro distanza sapendo che la latitudine 
di Modena è 44° 40’ N. e quella di Pistoia 43° 56’ N. 


43. Lo stesso problema per ie città di Trento (lat. 46° 10’ N.) 
e Firenze (lat. 43° 46’ N.) 


44. Lo stesso problema per la città di Caracas (Venezuela) e 
Capo Horn sapendo che le rispettive latitudini sono 10° N. e 
55° S. 


45. La finestra di una chiesa è formata da un triangolo equi- 
latero e da tre semicerchi uguali costruiti sui lati del triangolo equi- 
latero, esternamente ad esso. Sapendo che i lati del triangolo sono 
lunghi m 1, determinare Varea della finestra. 


46. Si costruiscano tre archi di cerchio aventi per centro i vertici 
di un triangolo equilatero e raggi uguali alla metà del lato, interna- 
mente al triangolo stesso. 

Calcolare area e perimetro della figura formata dai tre archi 
sapendo che il lato del triangolo è di em 8. 


41. Lo stesso problema dei precedente costruendo gli archi 
esternamente al triangolo (si ha il trifoglio). 


48. Trovare l’area del quadrifoglio ottenuto costruendo sui lati 


di un quadrato, nell'interno, 4 semicerchi. Si supponga il lato lungo 
em 4. 
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49. Determinare l’area della parte tratteggiata nella fig. 439, 
nei due casi : 
1) lato del quadrato lungo m 2; 
» » » » dal 


50. Analogo problema al precedente, relativo alla fig. 440. 


51. Determinare l’area della parte tratteggiata nella fig. 441, 
nei due casi: 
1) raggio = 3; 
2) >» - 


=r 


Fig. 440. 


52. Determinare l’area della parte tratteggiata valendosi delle 
misure indicate (fig. 442). Si ponga prima / = cm 4. 


53. Lo stesso problema per 
la fig. 443, dove si suppone / 
minore di 6. 


54. Trovare Darea compresa 
fra due cerchi piccoli nella fig. 444 
nei due casì : 
1) AB=m 6, CD=m8; 
2) AB=2r, CD =2n. 


55. Determinare l’area 
tratteggiata nella fig. 445, 
tenendo conto che il raggio 


di ciascun cerchio è i della 


lunghezza della diagonale del 
quadrato. Si considerino i 
due casi: 
1) diagonale 
2) PI 


= m 8; 
d8 
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di 

59. Lo stesso pro 
56 sapendo che 48 è 
e chi 


ape gie 4h è pio di CP fo 
fa 


a dr 


A | 77) 


Fig. 449. 
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60. Verificare, supponendo il raggio lungo cm 8, che le quattro 
zone indicate in fig. 450 hanno uguale area e ugual perimetro. 

Basandosi su questa pro- 
prietà si può dividere un cerchio 
in tante parti di uguale area, 


61. Determinare area e pe 
rimetro della zona tratteggiata 
in fig. 451 supponendo il raggio 
lungo cm 6. 


62. Calcolare area e perime- 
tro della zona tratteggiata in 
fig. 452 sapendo che il lato del 
rombo è uguale alla diagonale 
minore ed è di cm 6, e che facen- 
do centro nei vertici del rombo si 
sono descritti degli archi di cerchio 
di raggio uguale alla metà dellato. 


63. Calcolare area e perimetro della zona tratteggiata in fig. 453 
sapendo che 40 è di cm 10 e che l’an- 
golo O è di 600, 


64. Lo stesso problema dell’es. 63 
sapendo che 0 = 45° (fig. 454). 


65. Un triangolo equilatero, un qua- 
drato, un esagono regolare e un cerchio 
hanno lo stesso perimetro di cm 18,84. 
Determinare l’area delle quattro figure. 

Osservare 
a che l’area del cer- 
chio risulta mag- 
giore delle altre; Fig. 451. 
vale infatti l’in- 
teressante proprietà: il cerchio ha area 


o 8 A 
È) 
E 
45°, 
e 8 c 
Fig. 402. Fig. 464, 
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massima fra tutti i poligoni isoperimetrici (cioè di ugual peri- 
metro). 


66. Confrontate l’area del cerchio con quella di un ottagono 
regolare avente lo stesso perimetro del cerchio ; si supponga il peri- 
metro di cm 50,24. 


67. Un quadrato e un cerchio hanno la stessa area di com? 200,96. 
Determinare il perimetro delle due figure. 

Risulta che fra tutte le figure equivalenti il cerchio ha il peri- 
metro minore. 


Proprietà del cerchio; es. 68-100. 


68. Se due circonferenze risultano iangenti internamente (fig. 
455), quale è la distanza dei centri? 


Pig. 455. Fig, 468. 


69. Se due circonferenze sono una interna all’altra, come è 
la distanza dei centri rispetto alla differenza dei raggi (fig. 456)? 
Può accadere che la distanza dei centri sia nulla? 


10. Determinare la distanza dal centro del cerchio di una corda 
lunga 8, sapendo che la lunghezza della cir- 
conferenza è 10. 


Se la corda è minore, come risulta la sua I 
distanza dal centro? Se la corda è la metà, VA IC 
raddoppia la sua distanza dal centro? (Osser- “I 
vate che non sì tratta di grandezze inversa- ASI 


mente proporzionali). 


11. Degli archeologi hanno ritrovato un 
pezzo di ruota (fig. 457), Sapendo che AB = Fig. 457. 
BO = cm 40 e che gli assi delle corde AB e BO 
s'incontrano in un punto 0 distante da ciascuna corda cm 36, de- 
terminare la lunghezza del raggio della ruota. 
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18. — Castelnuovo, Geometria intuitiva. 


72. Basandovi sulla proprietà degli angoli inscritti in una semi. 
circonferenza, costruite un triangolo rettangolo avente l’ipotenusa 


di cm 6 e un cateto di em 4. 


13. Per verificare se l'interno 
di una scatola è perfettamente ro- 
tondo si usa la squadra da carpen- 
tiere, disponendola come nella fig. 
458. Quando i lati della squadra 
sono appoggiati ai bordi delia sca- 
tola, se il gomito della squadra toc- 
ca sempre la superficie interna, l’in- 
terno è perfettamente rotondo. Per- 


Fig. 458. 


ché? Su cosa ci sì basa? 


74. Il centro di un oggetto circolare, come una ruota, si può 


trovare usando la squadra da car- 
pentiere. Si dispone la squadra 
sull’oggetto col gomito sul bordo 
(fig. 459); se 4, B sono i punti 
d’intersezione dei lati con il con- 
torno della ruota, il punto medio 
di AB è il centro. Perché? 


75. Un cerchio di centro 0 ha 
il raggio di cm 10. In esso è in- 
scritto un angolo BTC di 30°. De- 
terminare l'angolo al centro corri- 
spondente BOÙ, e l’area del set- 


Fig. 459. 


tore BOO. 
26. Lo stesso problema dell’es. 75, supponendo BZ = 450, 
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71. Lo stesso problema dell’es. 75 supponendo 270 = 600. 


78. Lo stesso problema dell’es. 75, supponendo BTC = 900. 


8 
è 


79. Lo stesso problema dell’es. 75, 
supponendo BA = 1200. 


80. Abbiamo osservato (cap. VI, 
n. 8d) che non tutti i quadrilateri 
sono inscrititibili in un cerchio, cioè che 
4 punti devono soddisfare a determina» 
te condizioni perché esista una circone 
ferenza passante per essi. Per scoprire 
queste condizioni consideriamo un cer- 
chio di centro 0 (fig. 460) e fissiamo 
sulia circonferenza 4 punti A4,B,C,D, 
comunque disposti. Abbiamo 4 an- 
goli alla circonferenza; consideriamone 


ile e o 


due opposti, ad es. B e DI. Sappiamo che (cap. VI, n. 12): B = 
ts 400 (convesso) e È = 3 A0C (concavo). 


A quanto risulta uguale la somma B + DI 64401 
Come devono essere, dunque, due angoli opposti di un quadri. 
latero se questo è inscritto in un cerchio? 


81. Da un punto A si B 
conducono le tangenti 48, 
AC a un cerchio di centro 
0 in modo che A = 60° 
(fig. 461). Se BO = cm 20, 
si determini: DA 
1) l'ampiezza dell’an- 
golo 0BC; 
2) il raggio 0B; 
3) Pavea del quadrila- 
tero OBAC. c 
Fig. 461. 


82. Lo stesso problema 
dell’es. $1 supponendo Z = 90°, Come risulta in questo caso il 


quadrilatero OBAC? 


A 83. Un rombo ha un angolo di 1200 
e la diagonale maggiore di em 12 (fig. 
462). Determinare l’area del cerchio 
inscritto. (Tenere presente che il rag- 
gio OH del cerchio inscritto è altezza 
relativa all’ipotenusa del triangolo ret- 


Zi UAN tangolo AOB). 
D I 1, 8 


84. Un cerchio di centro O ha il 
raggio di em 8; da un punto P esterno 
ad esso si conducono le tangenti PA e 
PB (fig. 463). Sapendo che PA — PB= 


c 


A 
Fig. 462, i da 
= em 15, determinare la lunghez- ui 
za di PO e Varea del triangolo ver 
B 


APB. 


85. Sono dati due cerchi ugua- 
li di centri 0, 0° e di raggio cm 10. Fig. 463, 


275 


Essi sono disposti in modo che la circonferenza dell'uno passa per 
il centro dell’altro (fig. 464). I pun- 
ti d’intersezione siano A e B. De- 


A 
terminare: 
1) l’area e il perimetro del 
o quadrilatero 040’B ; 
2) Parea e il perimetro della 
zona comune ai due cerchi. 
8 


(Sì osservi che il quadrilatero è 
un rombo di lato uguale a una delle 
Pig. 401. diagonali). 


Sui poligoni regolari: es. 86-100. 


Abbiamo parlato nel testo del problema della costruzione dei 
poligoni regolari con riga e compasso (cap. VI, n. 11), e abbiamo 
detto che non tutti i poligoni regolari si possono costruire con tali 
strumenti. Riprendiamo ora la questione che è veramente molto 
interessante. 

Ai primi del 1800 è stato dimostrato dal matematico tedesco 
Federico Gauss che un poligono regolare si può costruire con riga e 
compasso se il numero dei suoi lati, scomposto în fattori primi, contiene 
oltre al 2 solo numeri primi del tipo : 


(1) pae?” +1. 


Se il numero di lati, scomposto in fattori primi, contiene solo 
il 2, seme il Guado (numero di lati = 2°), l’ottagono regolare 
(numero di lati = 2°), ece. 

Per rendersi conto di qualche poligono regolare costruibile con 
riga e compasso oltre 21 quadrato, esaminiamo la formola (1) e diamo 
ad n vari valori ; calcoliamo poi i corrispondenti valori di p. Avremo ‘ 

per n= 0 pe?" +41=2+1=2+41=38$ 
» n=1 pe? 41=2" 4152441 
» o n-=2 p=2° +1=2'4+1=164+1=17 


» n=3 p=2° L1=>2° +1=2564+1=257. 


5 


Mentre dunque non si può costruire con riga e compasso un po- 
ligono regolare di 7 lati perché 7 non compare fra questi numeri, 


1 Il fatto che al simbolo 2° privo di significato, si attribuisca il valore 
1è giustificato dalla seguente osservazione: per una regola delle potenze 
guio® — 2% — 2°; d'altra parte 2°: 2” = 1. Si conviene quindi di dare al 
simbolo 2° il valore 1, 
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è possibile effettuare la costruzione, che sembrerebbe essere molto 
più complicata, di un poligono di 17 lati. 

È chiaro che, una volta costruito il poligono regolare di 3 lati, 
sapremo anche costruire quello di 6, 12,... lati bisecando ogni arco ; 
e così, una volta costruito il poligono di 5 lati, sapremo costruire 
quello di 10, 20,... lati, 

Dalla regola che abbiamo dato risulta che si può anche costruîre 
con riga e compasso um poligono di 15 lati perché 15 = 3-5, e 3 
e 5 sono numeri del tipo della formola (1). 

Federico Gauss aveva solo 18 anni quando scopri un metodo 
per costruire il poligono regolare di 17 lati, e questa sua scoperta lo 
impressionò talmente che decise di dedicare tutta la sua attività alla 
matematica ; poco tempo dopo scopri la regola generale che abbiamo 
dato prima. Gauss fu uno dei più grandi matematici che siano mai 
esistiti ; alla sua morte gli allievi gli eressero una statua a Gottinga, 
la sua patria, e al piedistallo venne data la forma di un poligono re- 
golare di 17 lati per ricordare in tal modo la prima scoperta del loro 
Maestro. 


IL PENTAGONO REGOLARE. 


Abbiamo parlato nel testo della costruzione del quadrato, del- 
Pesagono regolare e del triangolo equilatero. Vogliamo ora parlare 
di un poligono la cui costruzione, sempre eseguibile con riga e com- 
passo, è più complicata delle precedenti, ma che ha una notevole 
importanza nella storia dell’arte : il pentagono regolare. 

La costruzione del pentagono regolare con riga e compasso 
risale alla Scuola Pitagorica ; abbiamo osservato infatti che il simbolo 
di questa scuola era il pentagono regolare stellato (fig. 135, p. 64). 

Vedrete nel corso superiore come si costruisce un segmento 
lungo come il lato di un decagono regolare inseritto in un dato cer- 
chio ; è allora facile costruire anche il pentagono. 

Qui ci limiteremo a dare del problema un cenno e delle indica- 
zioni storiche. 

Il lato del decagono regolare è maggiore della metà del raggio ; 
ma di quanto è maggiore? Quale è il rapporto fra il lato del decagono 
regolare e il raggio? 

Si è trovato sperimentalmente che tale rapporto è circa uguale 


a 0,62, cioè che la lunghezza del lato si ottiene prendendo i Esa 


del raggio. Ma i dati sperimentali soddisfano poco. 

Per trovare una formula che leghi il lato del decagono col rag- 
gio ci si basa sul fatto che il decagono si può dividere in 10 triangoli 
isosceli uguali i cui angoli al vertice sono di 36° (360° : 10 = 360), 
e i cui angoli alla base hanno quindi ciascuno l'ampiezza di 720. 
Dl problema si riduce allora al seguente : costruire un triangolo iso- 
seele avente gli angoli alla base doppi dell'angolo al vertice. 

Questo problema si risolve basandosi sulla teoria dei triangoli 
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simili : si riesce a dimostrare che la lunghezza del lato del decagono 
regolare si ottiene moltiplicando quella del raggio per il numero 
vT-1 

2 ° 1 

Estraendo la radice quadrata di 5 a meno di Too ed eseguendo 
i calcoli, troverete che 0,62 è un valore approssimato per eccesso di 
quel rapporto. 


1 rapporto ni ira fra il lato del decagono regolare e il rag- 


gio, ha avuto fin dall'antichità un'importanza notevole, anche fuori 
dello stretto campo della matematica. 

Si osservò, fra l’altro, che è più gradevole alla vista un rettan- 
golo le cui dimensioni stanno nello stesso rapporto del lato al raggio 
del decagono che non ogni altro rettangolo, per esempio quello in eui 
una dimensione è la metà dell’altra : il rapporto 0,62 è insomma più 
estetico del rapporto 0,5. 

Qualcuno potrebbe dire che si tratta di gusti variabili da persona 
a persona e che non sì può dare una legge che fissi le sensibilità arti- 
stiche dell’uomo ; ma, dato che parliamo di arte nel senso più largo, 
riflettete sulle considerazioni seguenti : avrete osservato, ascoltando 
della musica che quando si producono due suoni insieme 0 successi. 
vamente, se ne riceve alcune volte una sensazione piacevole, altre 
invece una sensazione sgradevole. 

E, non si tratta di gusti variabili da persona a persona. 

Le diverse sensazioni dipendono da rapporti numerici che pas- 
sano fra le vibrazioni dei vari suoni. 

Già la Scuola Pitagorica aveva intuito queste relazioni. Dice 
Aristotele: « Avendo i Pitagorici riconosciuto che le proprietà e 
le relazioni delle armonie musicali corrispondono a rapporti numerici, 
e che anche in altri fenomeni naturali si riscontrano analoghe corri- 
spondenze coi numeri, furono tanto più indotti ad ammettere che 
i numeri siano gli elementi di tutte le cose esistenti, e che tutto il 
cielo sia proporzione e armonia ». 

Era perciò naturale che i Pitagorici stessi cercassero una rela- 
zione fra le sensazioni estetiche, l’arte propriamente detta, e il campo 
dei numeri. Ma, tanto sono chiari i rapporti fra musica e numeri, 
tanto difficile e complessa e vaga è la teoria che collega sensazioni 
estetiche a rapporti numerici. 

È naturale che questi rapporti si ricerchino studiando gli ele- 
menti di quelle figure geometriche che danno una sensazione piace- 
vole: le figure regolari, piane e solide, in particolare i poligoni regolari. 

appunto nello studio del decagono e del pentagono regolare 
VB_I 

2 

È sembrato che esso procurasse all'occhio un piacere, un godi 
mento maggiore di altri rapporti che si trovano fra gli elementi dei 


che s'incontra per la prima volta quel famoso rapporto 
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poligoni regolari, e il pentagono stellato fu avvolto fin dalla Scuola 
Pitagorica da mistero e venerazione. 

Nel Rinascimento, col ricercare ovunque, nella pittura, nella 
scultura e soprattutto nell’architettura un senso di armonia e di 
equilibrio delle linee, quel rapporto viene di nuovo ad assumere 
un’importanza predominante. Luca Pacioli, matematico del XV se- 
colo, pubblica nel 1509 col titolo Divina proportione un grosso 
volume illustrato da Leonardo da Vinci. La «divina proportione » 
è la lunghezza del segmento che si ottiene prendendo approssimati- 


62 
vamente i 100 di un segmento dato ; è — nel caso del decagono — 


la Innghezza del lato rispetto al raggio. 

Più tardi si diede a quella parto di segmento il nome di sezione 
aurea e cosi si chiama anche oggi. Si dice perciò : #l lato del decagono 
regolare è la sezione aurea del raggio. 

Ma si è voluto spingere lo studio più in Jà : qualche cosa di così 
bello, di cosi armonico — si è pensato — non deve essere solamente 
opera dell’uomo, deve ritrovarsi anche in natura. Cosi, nel secolo 
scorso, ha avuto inizio, soprattutto per opera di scienziati tedeschi, 
una serie di indagini, di misure, di esperienze sugli elementi della 
Vita vegetale e animale. 

Si è trovato, ad esempio, che la sezione aurea appare nella di- 
sposizione delle foglie e delle gemme delle piante, in quella dei petali 
di taluni fiori, nella stella di mare. Ed è ancor più interessante sa- 
pere che nell’uomo stesso si ritrova quel famoso rapporto : l’altezza 
di una persona adulta di statura media è divisa dalla vita in due 
parti nel rapporto della sezione aurea. 


B1 
A nessun altro numero, come a i è capitata la sorte 


d’interessare studiosi di tanti campi diversi, in tutte le epoche: 
matematici, artisti, botanici, zoologi, dalla Scuola Pitagorica a oggi! 


86. Determinare l'ampiezza dell'angolo compreso fra due dia- 
gonali consecutive di un esagono regolare, passanti per lo stesso 
vertice. 


87. Lo stesso problema dell’es. 86 relativamente a un penta- 
gono regolare. 


88. Lo stesso problema dell’es. 36 relativamente a un poligono 
regolare di 7 lati. 


È 89. Un triangolo equilatero ha Paltezza di em 12. Determinare 
il raggio, la lunghezza della circonferenza e l’area del cerchio cir- 
coserìtto al triangolo. 


90. Un triangolo equilatero è circoseritto a un cerchio di raggio 
em 4. Determinare la lunghezza del lato del triangolo. 
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91, Determinare il rapporto fra l'altezza del triangolo equilatero 
inscritto e quella del triangolo equilatero circoscritto a un cerchio di 
raggio cm 8. Calcolare poi il rapporto delle aree dei due triangoli. 

92. Determinare l’area di un esagono regolare supponendo che : 

1) il lato sia lungo / (caso numerico 7= em 4); 
2) il raggio sia lungo r (caso numerico r = cm 4); 
3) l’apotema sia lunga @ (caso numerico a = em 3). 


93. Determinare l’area di un ottagono regolare nei seguenti 
casì: 
1) noto r, raggio del cerchio circoscritto (caso numerico r = 
= cm 6); 
2) noto 1, lato del quadrato iscritto nello stesso cerchio (caso 
numerico Z = om 4} 


9A. Dopo aver costruito un dodecagono regolare, lo sì scom- 
ponga in 13 poligoni regolari di lato uguale al dato. 


85. Verificare che l’area di un dodecagono regolare inscritto 
in un cerchio di raggio r è 3r° (caso numerico r = em 2). 


96. Su ognuno dei lati di un esagono regolare di lato cm 10, 
esternamente all’esagono, si costruisca un quadrato e se ne congiun- 
gamo i vertici prossimi. Dimostrare che si ottiene cos un dodecagono 
regolare e calcolare l’area di questo. 


97. Calcolare l’area di un dodecagono regolare di raggio cm 10. 
(Considerate l’area come somma dell’area di un esagono regolare 
e di 6 triangoli isosceli uguali, oppure co- 

me somma di 12 triangoli isosceli uguali). 


98. Trovare l’area compresa fra l’ar- 
co e la corda da esso sottesa, lunga em 8, 
appartenente a un cerchio di rag- 
gio em 3 (area del segmento circolare) 


o (dig. 465). 
99. Trovare l’area del segmento cir- 
colare di cui l’arco è di 60°, sapendo che 
ìl raggio è di cm 3. 
Fig. 465. 100. Calcolare l’area del segmento 


circolare compreso fra il lato del dode- 
gagono Tegolare e il cerchio ad esso circoscritto, sapendo che il raggio 
iml 
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Estensioni del Teorema di Pitagora: es. 101-114. 


101. Nel cap. III, es. 109 abbiamo parlato di un'estensione del 
Teorema di Pitagora relativa ai triangoli equilateri costruiti sui tre 
lati di un triangolo rettangolo. 

Nell’es. 110 dello stesso capitolo si suggeriva di dimostrare, 
sempre scomponendo in triangoli uguali, una proprietà analoga re- 
lativa agli esagoni regolari costruiti sui lati di un triangolo rettangolo. 

Provate ora a dimostrare algebricamente che : l’esagono regolare 
costruito sull'ipotenusa del triangolo rettangolo di caieti 3a e 4a è equi- 
valente alla somma degli esagoni regolari costruiti sui cateti, 


102. Analogo problema dell’es. precedente relativo agli ottagoni 
regolari costruiti sui lati di un triangolo rettangolo di cateti 3a è 4a. 


103. Si può dimostrare che questa generalizzazione del Teorema 
di Pitagora vale anche quando sui tre lati del triangolo rettangolo 
si costruiscano dei poligoni simili. 

Dimostratelo nel caso in cui sui tre lati del triangolo rettangolo 
(di cateti 3a/6 4a) si costruiscono dei triangoli isosceli aventi gli angoli 
alla hase di 300, 


104. Sui lati di un triangolo rettangolo si costruiscono, esterna- 
mente, le semicirconferenze che hanno per diametri i lati stessi 
{fig. 466). Se i cateti del triangolo sono lunghi em 6 e em 8, si de- 
termini l’area dei tre semicerchi. 

Che relazione passa fra queste tre aree? 

Osservare che si ha un’estensione del Teorema di Pitagora. 

sempre valida questa relazione se i cateti del triangolo sono 
lunghi 3a e 4a? 


A 


Fig. 466. 


105. Descrivendo sui cateti di un triangolo rettangolo due semi- 
cerchi esterni al triangolo, il semicerchio circoscritto al triangolo {esso 
passa per il vertice dell’angolo retto), taglia da essi due figure dette lu- 
nule, la cui somma è equivalente al triangolo rettangolo dato (fig. 467). 
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Verificare la proprietà nel caso numerico e letterale dell’es. pre- 
cedente. 


106. Si inseriva un quadrato in un cerchio ; sui quattro lati si 
costruiscano dei semicerchi esternamente al quadrato. 

Provare che la somma delle aree delle 4 lunule è uguale all’area 
del quadrato. (Vedi fig. 214, p. 114). 


107. Inscrivere in un cerchio di raggio r un quadrato e calcolarne 
il perimetro. Che valore approssimato per difetto di x si ottiene? 


108. Analogo problema del precedente inscrivendo nel cerchio 
un ottagono regolare. 


109. Analogo problema inserivendo nel cerchio un dodecagono 
regolare. 


110. Confrontare l’area dell’esagono regolare inscritto in un 
cerchio di raggio r con l’area del cerchio stesso. Che valore appros- 
simato per difetto di x si ottiene? 


111. Confrontare l’area del quadrato circoseritto a un cerchio di 
raggio r con l’area del cerchio stesso. Che valore per eccesso di 
si ottiene? 


112. Disegnate 5 cerchi concentrici di raggi : r, 2r, 3r, 4r, Br. Veri 
ficate che l’area della corona circolare limitata dai cerchi di raggi 
br e 4r è uguale all’area del cerchio di raggio 3r. 

Osservate che costruendo tre cerchi concentrici di raggi 5r, 
127, 13r si verifica che la corona circolare limitata dagli ultimi due 
è equivalente al cerchio di raggio 5r. 

Che relazione hanno queste proprietà con il Teorema di Pita- 
gora? 


113. In un cerchio di raggio r è inscritto un quadrato; in 
questo è inscritto un cerchio, e così via. 

Calcolare le aree dei primi 4 cerchi e dei primi 4 quadrati, ed 
osservare come si susseguono. 


114. Analogo problema dell’es. 113 relativamente ai cerchi e 
ai triangoli equilateri in essi inscritti. 
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CAPITOLO SETTIMO 


Cubo e parallelepipedo : es. 1-29. 


1. Determinare il volume di un cubo di spigolo lungo m 4 a 
im cubo di-spi Aa 


2. Determinare îl lato di un cubo di volume m? 64. 
3. Determinare il volume di un cubo di base cm? 36. 


4 4: Determinare il perimetro (somma di tutti gli spigoli) e la 
superficie di un cubo di volume m? 125. 


DE Calcolare la diagonale di un cubo di lato m 1. 


8. Lo stesso problema  dell’es. precedente supponendo a? il 
volume di un cubo. 


4 1. Calcolare la diagonale di un cubo che ha la superficie to- 
tale di m° 24. 


8. Può accadere che il volume di un cubo sia espresso dallo 
stesso numero che dà l’area della sua superficie? (Uguagliare le 
formole del volume e della superficie di un cubo di lato 2). 


4 8. Dato un cubo di lato m 4, calcolare il volume del cubo che 
ha per lato una volta e mezzo il lato dato. 

Questo volume è maggiore del doppio del dato? 

È se prendiamo. come lato una lunghezza uguale a una volta 
e un quarto il lato dato? 


@ò, Determinare il volume di un cubo di lato em 2. Costruite 
poi il'paralielepipedo rettangolo che ha per base il rettangolo dia- 
gonale del cubo 6 per altezza la lunghezza della diagonale di una 
faccia del cubo. Verificate che il volume del parallelepipedo è doppio 
del volume del cubo. 
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11. Determinare il volume di un parallelepipedo rettangolo di 
superficie cm? 90, sapendo che quattro facce del parallelepipedo 
sono uguali e ciascuna delle altre due è un quadrato metà delle 
facce rettangolari. Calcolare poi la lunghezza della diagonale. 


12. La diagonale di un cubo è lunga dm +3. Trovare il lato, 
il volume e l’area della superficie del cubo. 


13. Determinare volume 0 area della superficie della scatola 
di cui è indicata la costruzione dell’es. 67 del cap. II 


14. Determinare volume e area della superficie della scatola 
di cuì è indicata la costruzione nell’es. 69 del cap. II. 


VA 15. Un cubo e un parallelepipedo rettangolo di lati em 86, 
cm 16 e cr 18 hanno lo stesso volume. Determinare la lunghezza 
del lato del cubo e il rapporto delle superficie totali. 


16. Determinare il volume di aria contenuta in un'aula che 
ha la forma di un parallelepipedo rettangolo le cui dimensioni stanno 
fra loro come 2 : 5 : 7 e il cui perimetro è di m 112. (Osservare quanti 
spigoli hanno la stessa lunghezza). 


ri db ùn parallelepipedo rettangolo ha la superficie laterale di 
m? 144 e l’altezza di m 8. Determinare le dimensioni e il volume 
sapendo che la lunghezza è doppia della larghezza. 


18. Quale è area della lastra di metallo che occorre per co- 
struire una vaschetta a forma di parallelepipedo rettangolo (aperto 
in alto) lungo m 2, largo m 1,50 e alto m 1,20? 


19. Si vuole legare con una corda disposta a croce un pacco 
avente la forma di parallelepipedo rettangolo di dimensioni m 1,40, 
cm 60 e cm 20. Se si pensa che per il nodo occorrano cm 20, quanta 
corda si deve comprare? 


dimensioni m 1,20, .cm 90 e cm Quanti litri di acqua può con- 
tenere? 

Se questa quantità d’acqua viene travasata in un serbatoio 
cubico di lato m 8, fino a che altezza arriva? 


‘80, Una vasca ha la forma sla parallelepipedo rettangolo di 


«£ 21. Un cubo e un parallelepipedo rettangolo hanno lo stesso 
perimetro di em 72. La dimensione minore del parallelepipedo è 


i i di quella media e la maggiore è i 7 di quella media. Deter- 
minare il rapporto fra i volumi dei due solidi. 
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4 22. L'area della superficie totale di un cubo è uguale a quella 
laterale di un parallelepipedo rettangolo ed è di cm° 216. L'altezza 
del parallelepipedo è di cm 3 e una delle dimensioni della base è 


= dell’altra. Determinare il rapporto fra i volumi dei due solidi e 
il rapporto fra le diagonali. 


K 23, Un cubo e un parallelepipedo rettangolo di lati cm 5, 
em 15 e em 11,25, hanno la stessa superficie totale. Determinare 
il rapporto dei volumi. 


DA 24. Sulla base quadrata di un parallelepipedo rettangolo è 
costruito, esternamente ad esso, un cubo avente per base il qua- 
drato che ha per vertici i punti medi della base del parallelepipedo. 
Determinare volume ed area della superficie del solido così for- 


mato sapendo che l’altezza del parallelepipedo è i i del lato di 
base e che la somma delle loro lunghezze è di em 15. 


25. È dato un cubo di spigolo cm 10. Calcolare il volume del 
parallelepipedo che ha per base il quadrato inscritto nella base del 
cubo e per altezza l'altezza del cubo. Come risulta questo volume 
rispetto al volume del cubo dato? 

Determinare poi il rapporto delle superficie totali dei due solidi. 


(Negli esercizi 26, 27, 28 si considerano dei cubi uguali e sì sup- 
pone che lo spigolo sia uguale a 1. Sarebbe bene che l'allievo avesse 
a disposizione un certo numero di cubi per rendersi conto, volta a 
volta, dei problemi proposti). 


26. Con 8 cubi uguali si costruiscono due parallelepipedi ret- 
tangoli disponendoli come in fig. 258. Essi hanno, evidentemente, 
lo stesso volume. 

Determinare il rapporto delle superficie. 


27. Quanti parallelepipedi rettangoli posso formare disponendo 
di 8 cubi uguali? Determinare per ciascuno di essi l’area della su- 
perficie. Quale parallelepipedo ha la superficie minore? 


28. Si possono disporre 5 cubi uguali uno sull’altro in modo 
da ottenere un parallelepipedo rettangolo. 

Se ne possono disporre 6 uguali ai precedenti, ponendone tre 
su tre, in modo da avere un altro parallelepipedo rettangolo. 

Determinare volume ed area della superficie dei parallelepi- 
pedi così ottenuti, 
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29. Un parallelepipedo ha le dimensioni @, d, c. Calcolarne il 
volume. Se si raddoppiano due dimensioni, quale operazione si 
deve fare perché : 

1) il volame non cambi; 
2) il volume risulti moltiplicato per 8; 
3) il volume risulti diviso per 41 


Prisma: es. 30-42. 


30. La base di un prisma alto cm 10 è un triangolo rettangolo 
isoscele di ipotenusa em 6. Determinare il volume del prisma. 


31. Un prisma retto ha per base un triangolo equilatero di 
lato cm 6. Determinare il volume sapendo che la sua altezza è uguale 
al lato del triangolo equilatero. 


32. Lo stesso problema dell’es. precedente supponendo il lato 
lungo a. 


33. Un prisma retto ha per base un triangolo equilatero di 
lato cm 4; l’area della sua superficie laterale è dm? 24. Determi. 
narne il volume. Ù : 


N 


eZ . 34. Un prisma retto ha per base un rombo in cui una diago- 
nale è i i dell'altra e la somma delle diagonali è di cm 14. De- 


terminare È superficie totale del pria sapendo clie l’altezza è 
uguale al semiperimetrp di base. 


4 35. Un prisma retto ha per base un trapezio isoscele. Sapendo 
che la somma delle lunghezze delle basi del trapezio è di m 18 e 


che una è i i dell’altra, determinare : 


1) la lunghezza delle basi; 


2) l'altezza del trapezio sapendo che gli angoli alla base 
maggiore sono di 45° ciascuno ; 


3) la superficie del prisma sapendo che la sua altezza è i 
i della base minore del trapezio. 


36. Lo stesso problema dell’es. precedente supponendo che il 
trapezio base abbia gli angoli acuti di 60° ciascuno. 


/ 37. Lo stesso problema dell’es. 35 supponendo che il trapezio 
4 base abbia gli angoli acuti di 30° ciascuno. 
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38. Un prisma retto ha per base un rettangolo tale che la di- 
mensione minore è uguale a metà della diagonale, che è di em 20. 
Determinare volume e superficie totale del prisma sapendo che 
l'altezza è uguale alia diagonale del rettangolo. 


39. Un prisma retto ha per base un quadrato inscritto in un 
cerchio di raggio em 8. Sapendo che il volume del prisma è di 
em? 768, si determini la superficie totale. 


4 40. Un prisma retto ha per base un rombo i cui angoli acuti 


sono di 80° ciascuno. L’altezza del prisma è gli î del lato del 


rombo e la somma delle loro lunghezze diminuita di cm 2 è di em 24. 
Determinare : 

1) il volume e l’area della superficie totale del prisma ; 

2) il volume e l’area della superficie totale del prisma che 


ha la stessa altezza di questo ed ha per base un quadrato di lato 
uguale al lato del rombo. 


41, Determinare lo spigolo di un prisma retto che ha per base 
un triangolo equilatero ed ha l’altezza uguale al lato di questo, 
sapendo che il volume è di cm? 2/3. 


42. Si vuole costruire una vaschetta di lamiera a forma di 
prisma retto esagonale regolare in modo che la superficie laterale 
sia 6 volte quella della base. Sapendo che la lamiera è di m° 2,10, 
determinare quale altezza avrà la vasca. 


Piramide : es. 43-62. 


<a Determinare il volume di una piramide retta a base qua- 
drata, sapendo che l’area di base è di m° 64 e l’apotema è di m 5. 


44. Determinare il volume di una piramide retta a base esa- 
gonale regolare sapendo che il lato di base è di m 6 6 lo spigolo è 
lungo m 10. i 


de Determinare il volume della piramide di Cheope sapendo 
che il lato di base è di m 230 e lo spigolo di m 219. 


IZ, ie. Una piramide retta ha per base un quadrato di lato m 12. 


Sapendo che l’apotema è i i del lato di base determinare il vo. 
lume e la lunghezza degli spigoli. 
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Ka Una piramide retta ha per base un esagono regolare di 
lato em 12. Sapendo che l'altezza è i î del lato di base si deter- 


mini la lunghezza degli spigoli e la superficie totale. 


PA 48. Una piramide ha per base un rettangolo in cui la somma 
delle dimensioni è em 34 e una è i w dell'altra. Sapendo che l'altezza 


cade nel centro della base, determinare le dimensioni della base. 


Sapendo poi che l'altezza è di cm 5, determinare l’area della 
superficie totale. (Si faccia attenzione alle altezze delle varie fae- 
ce triangolari ; non sono uguali). 


49. Una piramide retta ha per base nn rombo in cui una delle 
diagonali è i Li dell’altra e la loro somma è di m 14. Determinare: 


1) la Innghezza delle diagonali ; 

2) il perimetro del rombo; 

3) il volume della piramide sapendo che lo spigolo forma 
con la diagonale minore un angolo di 450, 


50. Lo stesso problema dell’es. precedente nel caso che lo spi- 
golo formi con la diagonale minore un angolo di 60°. 


51. Lo stesso problema dell’es. precedente nel caso che lo spi- 
golo formi con la diagonale minore un angolo di 309, 


52. È data una piramide a base rettangolare tale che l'altezza 
cada nel centro della base. Una della dimensioni del rettangolo è i i 


dell’altra e il perimetro è di m 28. Determinare: 
1) ie dimensioni e la diagonale del rettangolo; 


2) Paltezza e il volume della piramide sapendo che lo spi- 
golo forma con la diagonale un angolo di 600. 


53. Lo stesso problema dell’es. precedente supponendo il pe- 
rimetro 2p. 


4 54. Il volume di una piramide retta avente per base un esa- 


gono regolare è di m° 60 y/3 e il lato dell’esagono di m 4. Deter- 
minare l'altezza e lo spigolo della piramide. 


A 99 l PRESO 

55. La superficie laterale di una piramide retta a base qu: 

An di m° 72 e l’apotema è di m9. È È : dj NE 
Deterntinare il volume. 
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56. Un solido è formato da due piramidi rette uguali aventi 
per base comune un quadrato e i vertici situati da parti opposte 
rispetto a tale base. 

Sapendo che il volume complessivo del solido è m° 96 e che il 
perimetro del quadrato è m 24, determinare l’altezza di ciascuna 
piramide e la superficie totale del solido. 


4 57 Il volume di una piramide retta a base quadrata è cm? 256 
e la diagonale di base è di cm 16, Determinare la lunghezza degli 
spigoli e l’area della superficie totalé. 

Determinare poi il volume della piramide ottenuta segando 
questa con un piano parallelo alla base condotto per il punto medio 
dell’altezza. 


4 58. Un cubo ha lo stesso volume di una piramide retta a base 


quadrata. ll lato di base della piramide è 3 dell'altezza e la 


somma di questo Innghezze è di cm 16. Determinare il rapporto fra 
superficie totale del cubo e quella della piramide. 


X 59. Internamente a un cubo di spigolo cm 10 è costruita una 
piramide avente per vertice il centro di una faccia e per base la 
faccia opposta. Determinare volume e area della superficie del 
solido cosi ottenuto. 


60. Una piramide retta a base quadrata ha l'altezza di em 15 
e l’apotema di cm 17. Considerata la piramide ottenuta segando 
questa con un piano parallelo alla base e distante di cm 3 dal ver- 
tice, determinare il rapporto fra il volume della piccola piramide 
e il volume della piramide data. 


K 61. Su ciascuna delle sei facce di un cubo è costruita, ester- 
mente ad esso, una piramide retta. Sapendo che l’apotema 
della piramide è i 7 dello spigolo del cubo e che la loro somma 
è di m 26, determinare: 

1) le lunghezze dello spigolo e dell’apotema della piramide ; 

2) il volume complessivo del*solido cosi ottenuto 7 

3) la superficie totale. G 

(Si faccia attenzione che la superficie è formata dalle sole facce 

esterne). 


62. L'acqua piovana viene raccolta in un pluviometro che ha 
la forma di piramide retta a.base quadrata e che serve da imbuto. 
L'acqua raccolta raggiunge l’altezza di cm 9 e viene a formare 
una piccola piramide di spigolo em 15. Se questa acqua viene im- 
messa in un serbatoio cubico di lato cm 50, fino a che altezza arriva? 
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19. — Castelnuovo, Geometria intuitiva 


COMPLEMENTI 


A) Tronco di piramide: es. 63-72. 


Una piramide viene a essere divisa da un piano parallelo alla base 
in due solidi: una piramide e un tronco di piramide (fig. 468). Le facce di 
un tronco di piramide so- 
no trapezi. Se la piramide 
è retta a base regolare, tali 
trapezi sono tutti uguali. 
Sarà allora facile tro- 
vare la superficie laterale 
del tronco come somma 
delle aree dei vari trapezi; 
ricordando come si calcola 
l’area di un trapezio, avle- 
mo che: 
la superficie di un 
ironco di piramide si ottie- 
ne moltiplicando la semi- 
somma. dei perimetri dei 


€ poligoni base per Papote- 
G ma del tronco, ossia per 
Fig. 468, l’altezza di un trapezio. 


Determiniamo il volume del tronco di una piramide retta a base 
regolare nel caso particolare in cui le basi siano quadrati ; avremo 
una formula che sì può dimostrare essere valida per qualunque 
tronco di piramide. Riferiamoci alla fig. 468. È chiaro che il volume 
del tronco di piramide sarà la differenza fra il volume. della pira- 
mide data di vertice Y e base EFGH e il volume della piramide 
di vertice V e base ABCOD. Detti 1 e l' i lati dei due quadrati, 4 
l'altezza del tronco e « l’altezza della piramide piccola, avremo: 


1 1 1 1 1 
Sri Li «| #3 Li CenE 
vaglio 3lto= bh + bo—- la, 
ossia : 
(1) v=alen+ loca 
E 3 


Osserviamo che i triangoli VEY, V.AB sono simili, e quindi: 
@) lil'=VP:VB. 

Sono anche simili i triangoli rettangoli VOF, VO'B e quindi: 
(3) VIP:VB=VO:Vv0" 
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Dallo relazioni (2) e (3) sì ha: 


lil'= VO: VO’, 
ossia 
Vila (b+0):0; 
o anche 
_-)il'=h+ao--o):@ 
(4) r:la=hia. 


Dalla proporzione (4) si ba: 
lh 


Sostituendo questo valore di x nella (1), si ha: 
1 1 l'h 

= ci LI lg: . 

vV 5 ER 5 (e 12) i! 


ricordando la nota relazione di algebra: 
B_=(—V)(A+?) 
si ha: 


1 1 LE 1 
V=FER+30+M)Uh= 0h 


1 1 
2A ‘hs 
5 t + 3 U' hi 
ossia : i 
v= 5% (+02 + 09). 

Il volume del tronco di piramide a basi quadrate si ottiene 
moltiplicando + dell'altezza del tronco per la somma delle aree 
delle duo basi e della radice quadrata (0) del prodotio delle due aree, 

In generale potremo scrivere : 

(5) vV=3hB+B +vEF), 
dove h, B, B' rappresentano rispettivamente l’altezza e le basi del 


tronco. 


63. Si cerchi di ottenere la formola (5) nel caso di un tronco 
di piramide retta a base esagonale regolare. 


64, Una lanterna veneziana ha la forma di tronco di piramide 
retta a basi esagonali regolari. Il lato della base minore è di cm 8 e 
quello della maggiore di em 28; lo spigolo del tronco è di em 26. Caleo- 
lare quanti dm? di carta occorrono per costruire una lanterna uguale. 
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65. Determinare la superficie totale di un tronco di piramide 
retta a basi quadrate di lati rispettivamente cm 20 e cm 8 e di al- 
tezza uguale al lato della base minore, 


66. Un tronco di piramide ha per volume dm* 93 3 e per 
basi dei triangoli equilateri di Jati dm 10 e dm 6. Calcolare l’altezza. 
(Ricordando la formola : 


V=3AB+B +VBB'), 
basterà dividere il triplo del volume per...). 


67. Determinare il volume di un tronco di piramide a basi 
triangoli equilaterì sapendo che l’area della base maggiore è cm? 24, 


che il rapporto di similitudine fra le due basi è i e l'altezza em 6. 
‘ 


68. Determinare il volume di un tronco di piramide di super- 
ficie totale cm* 279 v 3 e le cui basi sono esagoni regolari di lati 
cem 9 e em 3, 

(Si determini prima l’area delle due basi; togliendo questa 
dalla superficie totale otteniamo la laterale). 


69. Una piramide retta a base quadrata ha l’altezza di dm 6 
e il volume di dm° 32. A che distanza dal vertice bisogna condurre 
un piano parallelo alla base perché l’area del quadrato sezione sia 


16 
i è 
di dm A 


Tende per campeggi. 


Vi sono vari tipi di tende per campeggi. Uno dei pit seraplici 
modelli di tenda da campo ha la forma di prisma retto a base trian- 
golo isoscele, poggiata lun- 
go una faccia laterale 
(fig. 469). 

Lo chiameremo ma- 
dello 1. 

La faccia anteriore 
(base del prisma) è for- 
mata da un triangolo di 
tela tagliato lungo l’altez- 
za AH che serve da porta. 

Un altro modello più 
comodo del precedente ba 
la forma di un parallele 
pipedo rettangolo sopra a 
cui vi è un prisma tipo il 


primo modello, che forma il tetto (fig. 470). Si può entrare nella 
tenda del modello 2 dalla faccia anteriore che è tagliata in mezza 
lungo HK. 

Una tenda ancora più comoda 
è quella rappresentata dal modello 
3; si chiama tenda tipo Croce Rossa 
(fig. 471). È formata da un tronco 
di piramide 4 base quadrata; il tetto 
ha ia forma di una piramide che 
ha per base la base minore del 
tronco ma i cui spigoli non sono i 

rolungamenti degli spigoli del 
‘onco, 

Un costruttore di tende da 
eampo si pone questo problema : 
disponendo di m? 16,64 di tela e sa- 
perdo quali rapporti passano fra 
le dimensioni di ogni tenda, quale 
modello conviene costruire perché 
la tenda racchiuda il maggior vo- 
lume? 

Potete rispondere alla domanda del costrattore dopo aver 
risolto gli es. 70, 71, 72. 


10. Del modello 1 (fig. 469) si sa che: 
AB:BC:0D=10:12:16; 

si può quindi indicare : 

AB = 100, BO=12%, CD=162 


Scrivete la formola che dà l’area 
del prisma ed eguagliatela a m* 16,64, 
dopo aver caleolato in funzione di e l’al- 
tezza AH. Avrete il valore di x (risulta 


z= Ca) e quindi potrete calcolare il 


volume racchiuso dalla tenda. 


Fig. 471. i 71. Del modello 2 (fig. 470) si sa 
che : 


CE :CD:BC:LB=10:6:4,445:5; 
CE = 10x, CD= 60, BC = 44450, LB= bo. 
Procedete come nell’es. precedente dopo aver calcolato in fun- 


e quindi: 


zione di # l'altezza LH (risulta € = > 


72. Del modello 3 (fig. 471) si sa che: 
EP:AB:HK:VH = 32:16 :14,5:8,5; 
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e quindi: 
EP = $ìr, AB=160, HK= 14,50, VH=8,50 


Procedete come negli esercizi precedenti (risulta e = % LL 


Per calcolare poi il volume dovrete determinare l’altezza del 
tronco e quella della piramide. 


B) Sezioni piane del cubo: es. 73-76. 


Immaginate di segare un cubo con un piano ; la cosa è facil- 
mente eseguibile se il cubo è, per esempio, di argilla. Osserverete 
che se il piano è parallelo a una delle facce del cubo, il cubo viene 
tagliato in due parallelepipedi rettangoli (fig. 472). La faccia taglia» 

ta presenterà, evidentemente, la forma di 
quadrato; questo quadrato è una sezione 


9 piana del cubo. 


Fig. 472. 


Se il piano con cui si taglia il cubo non è parallelo a una faccia, 
è più difficile rendersi conto della forma della sezione piana. 

Sì capisce però che in certi casì la sezione potrà essere un ret- 
tangolo (fig. 473), in altri un triangolo (fig. 474), in altri ancora 
un trapezio (fig. 475). 

Per rendersi conto delle varie forme che possono presentare le 


Fig. ATA, Fig. 475. 


sezioni piane di un cubo, vogliamo parlare di un metodo sperimen- 
tale che è possibile attuare valendosi di un piccolo proiettore 1. 


1 Questo metodo è stato ideato dal prof. Paul Libois dell’Università di 
Bruxelles per realizzare le sezioni piane di solidi ben più complessi del cubo, 
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Facciamo sî che la luco sia obbligata a uscire dal proiettore 
attraverso una sottile fenditura rettilinea : la cosa si può realizzare 
facilmente coprendo la sorgente di luce con un cartoncino scuro 
su cui si sia operato un taglio ben netto. 

La luce, uscendo da una fenditura rettilinea, darà luogo a un 
piano luminoso, 

Costruiamo poi l’intelaiatura del cubo in solido filo d'acciaio 
o di altro metallo, e fra lato e lato tendiamo dei fili paralleli a 
piccolissima distanza uno dall’altro come è indicato in fig, 476. 

Se questo cubo si dispone in modo da venir tagliato dal piano 
di luce uscente dal proiettore, osserveremo che saranno illuminati 
i punti di ogni faccia che sono colpiti dalla luce, mentre tutta la ri- 
manente figura resterà in ombra ; è chiaro che l’esperienza riuscirà 
più netta se si opera in un ambiente oscuro. Se, per esempio, il piano 
di luce è parallelo a una faccia del cubo, si vedrà sul cubo un qua- 
drato luminoso (fig. 477) ; facendo ruotare il piano di luce si potrà 
ottenere come sezione luminosa un rettangolo (fig. 478). 


Se il piano è perpendicolare a una diagonale del cubo si può 
ottenere un triangolo equilatero, ad esempio il triangolo diagonale 
massimo (fig. 479); spostando il piano di luce parallelamente a se 
stesso verso un vertice, si otterranno dei triangoli equilateri sem- 
pre phi piccoli. 

Se invece il piano viene spostato, sempre parallelamente a se 
stesso ma verso il ver- 
tice opposto, vedrete sul 
cubo non pìù un trian- 
golo ma un esagono lumi- 
noso, dato che vengono a 
essere colpiti dalla Ince non 
più 3 ma 6 spigoli del cubo. 
In particolare, quando il 
piano passa per i punti 
medi di certi spigoli (fig, 
480), si otterrà un esagono 
regolare. 

Le sezioni piane del cubo possono essere dunque poligoni di 
3, 4, 5, 6 lati; il passaggio per continuità da un poligono all’altro 
riesce oltremodo suggestivo. 
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73. Un cubo di spigolo 2a è segato da un piano diagonale se- 
condo il rettangolo ABCD (fig. 481). Calcolare l’area del rettangolo. 


Fig. 481. 


Se si sega poi il cubo con un 
piano parallelo a questo e pas- 
sante per i punti medi di due 
spigoli consecutivi, si ottiene il 
rettangolo EFGH. Come è l’area 
di questo rettangolo rispetto al 
V'area di ABCD? 


74. Riferendosi all’es. 73, sì 
consideri il solido limitato dai 
rettangoli sezione di cui sopra 
e dalle faece rettangolari AEHD 
e BCGF; che parte è dell’in- 
tero cubo? 


75. Dato un enbo di spigo- 
lo 2a, determinare l’area della 
sezione triangolo equilatero mas- 
simo e della sezione esagono re- 
golare. 


Osservare che questi due poligoni hanno lo stesso perimetro 
(uguale a tre volte la diagonale di una faccia), mentre l’area del 


triangolo è iù dell’area dell’esa- 
gone. 


16. Come sezione di un cu- 
bo si può ottenere il trapezio 
isoscele ABCD, dove AB è la 
diagonale di una faccia e OD è 
la congiungente i punti medi 
della faccia opposta (fig. 482). 
Calcolare l'area del trapezio sup- 
ponendo lo spigolo lungo 2a. 

Spostando il piano sezione 
parallelamente a se stesso fino 
a segare i punti medi dei lati 
OA e OB in H e K, si ottiene 
il triangolo isoscele HKL; de- 
terminarne l’area, 
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Fig. 488. 


CAPITOLO OTTAVO 


1. Esiste sempre un piano passante per due rette? 
2. Quanti piani passano per una retta? E per un punto? 


3. Quali posizioni possono avere una retta e un piano? Possono 
non incontrarsi? Portate degli esempi. 


4. Come potreste verificare se una retta è perpendicolare a 
un piano? 


5. Esistono delle rette che si appoggiano a due rette sghembe? 


6. Dato un diedro, un piano perpendicolare allo spigolo lo sega 
secondo un angolo che dicesi sezione normale del diedro. Come sono 
le infinite sezioni normali di un diedro? 


7. Se due piani paralleli sono segati da un terzo piano, come 
risultano le rette intersezione? 


8. Può un angoloide avere tre facce di 60° ciascuna? Quattro? 
Cinque? Sei? Sette? 


9. Può un angoloide avere quattro facce di 90° ciascuna? 


10. La somma degli angoli delle facce di un parallelepipedo è 
sempre di 24 angoli retti. Perché? 


11. In un punto A della parete di una stanza vi è una lumaca 
e in un punto P del pavimento un pezzettino d’insalata. Come sì 
può determinare il più breve cammino che deve fare la lumaca, sem- 
pre strisciando prima sulla parete e poi sul pavimento, per raggiun- 
gere l'insalata ? 

(Fate il modello della parete e del pavimento su un cartoncino 
e poi spianate questo diedro). 
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12. Lo stesso problema del n. 11 nel caso in cui la lumaca stia 
sul soffitto. 


13. Determinare il volume di un tetraedro regolare avente lo 
spigolo di cm 8. (Tenere presente che il centro di un triangolo equi- 
latero divide un’altezza in due parti di cui una è doppia dell’altra). 


14. Risolvere lo stesso problema dell’es. 13 supponendo il lato 
lungo 2a. 


15. Determinare lo spigolo di un tetraedro regolare sapendo 
che la sua superficie totale è di em* 9 3. (L'area della base sarà 


9va 
dunque 3 questa deve essere uguale a ...). 


4 


16. Determinare lo spigolo di un tetraedro regolare sapendo 


che il suo volume è di m° 18 /2. 
(Esprimere l'altezza del tetraedro in funzione dello spigolo). 


17. Considerate i centri delle 6 facce di un cubo ; essi sono ver- 
tici di quale poliedro regolare? Determinare il rapporto fra il volume 
del poliedro cosf ottenuto e quello del cubo, supponendo lo spigolo 
del cubo di cm 6. 


18. Immaginando ma cubo formato da astieciole articolate ai 
vertici, dire se variando l'inclinazione di una rispetto a un'altra va- 
riano perimetro, superficie, volume. 


19. Determinare la superficie di un icosaedro regolare i cui spi- 
goli sono ciascuno di em 4, 


20. Determinare superficie e volume di un ottaedro regolare i 
cui spigoli misurano ciascuno cm 8. 


fai Verificare che se lo spigolo di un ottaedro è 2a il volume 
è 3° VE. 


22. Verificare che in un qualsiasi poliedro il numero f delle facce 
aumentato del numero v dei vertici supera di 2 il numero s degli 
spigoli, cioè si ha (Teorema di Eulero):f 4 v=8s +2. 


23. Si suggerisce la ricerca di un metodo per la determinazione 
del volume di un icosaedro regolare, basandosi sulle seguenti consi- 
derazioni : 

un icosaedro regolare può scomporsi in 20 piramidi uguali 
aventi per vertice il centro V dell’icosaedro e per base una delle facce 
triangolari. Nota la lunghezza / dello spigolo è facile determinare l’area 
della faccia ; resta quindi da calcolare l’altezza YO della piramide, 
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i da 


O essendo il centro del triangolo faccia. Si conduca per V il piano 
perpendicolare a un’asse dell’icosaedro ; questo verrà segato se- 


condo un decagono regolare di lato +: di questo decagono si può 


determinare raggio ed apotema. Come si potrà allora calcolare l'al. 
tezza V01* 


24. Considerare il poliedro formato da due tetraedri regolari 
uguali aventi una faccia comune e situati da parti opposte rispetto 
a questa faccia. 

Si tratta di un esaedro; è regolare? 


1 Un metodo per il calcolo del volume dell’icosaedro e del dodecaedro 
regolare, basato appuato su queste considerazioni, è stato dato da Paola 
Ferretti, allieva della classe III B della Scuola Media Tasso in Roma nel: 
l’anno scolastico 1951-52, ed è pubblicato nella Rivista « Periodico di Mate» 
matiche », ser. IV, vol. 30, n. 3, 1952; e val. 31, n. 2, 1953. 
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CAPITOLO NONO 


Cilindro: es. 1-37. 


1. Determinare il volume di un cilindro di altezza uguale al 
diametro di base, sapendo che la circonferenza è lunga m 12,56. 


© Determinare la superficie laterale di un cilindro sapendo che 
l’area di base è m* 28,26 e l'altezza m 10. 


3. Quale è l'altezza di un cilindro di area base cm? 12,56 e di 
cui la superficie laterale è doppia dell’area di base? 


4. Determinare il raggio di base di un cilindro di volume m? 81m 
e altezza m 9. 


5. Quale diametro bisogna dare a un cilindro perché la sua su- 
perficie totale sia di m? 12,56 se l'altezza deve essere uguale al dia- 
metro? 

(Osservare che, se il raggio è r, la superficie laterale è 2rr9, 
cioè è uguale al doppio dell’area di una base ; quindi Parea di una base 


sarà } + 12,56). 


(OI somma del diametro e dell'altezza di un cilindro è em 28 
3 
e il diametro è i 7% dell'altezza. 


Determinare il volume e la superficie totale. 


7. Determinare il raggio e l’altezza di un cilindro di cui la base 
è di cm° 113,04 e la superficie laterale di cm? 75,36. 


8. Si vuole costruire un recipiente cilindrico della capacità di 
litri 25,12, avente l'altezza uguale al raggio di base. 

Determinare la lunghezza del raggio e dell’altezza. 

(Il volume sarà espresso da n°). 
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9. Un cilindro ha cm 25,12 di circonferenza e la sezione fatta con 
un piano condotto per l’asse (è vn rettangolo) ha l'area di cm? 24, 
Determinare il volume. 


10, Con una lamiera rettangolare di dimensioni em 8 e em 12 
si possono costruire due cilindri eurvando il rettangolo attorno a 
uno 0 all’altro lato. Determinare volume e area della superficie to- 
tale dei due cilindri. 


11. Facendo ruotare un rettangolo di dimensioni cm 8 e em 12 
attorno a uno o all’altro dei suoi lati si ottengono due cilindri. De- 
terminare volume e area della superficie totale dei due cilindri. 


12. Risolvere il problema precedente supponendo a e 3 le dimen- 
sioni del rettangolo. 

Verificare che i volumi generati dai due cilindri sono inversa. 
mente proporzionali alle rispettive altezze. 


13. L'altezza di un cilindro è tripla del raggio e l’area del ret- 
tangolo ottenuto sezionando il cilindro con un piano per l’asse è 
di em’ 54. Determinare altezza e raggio. 


14. Si ha un bastoneino d’oro lungo em 6 e di diametro mm 8. 
Si fonde e se ne vuol fare un bastoncino di diametro mm 4. Quale 
sarà ora la sua lunghezza? 

(Non sostituite a x il valore 3,14). 


15. Uan braccialetto è formato da un cordone massiccio d'oro 
lungo em 18, di diametro mm 4. Essendo piccolo, si fonde per ren- 
derlo lungo em 24. Quanto sarà lungo ora il diametro? (Pensare al 
braccialetto come realizzato da un sottile cilindro di altezza uguale 
alla lunghezza del braccialetto). 

(Non sostituite a n il valore 3,14). 


16. Da una medaglia d’oro dello spessore di cm 0,5 e di dia- 
metro cm 6, si vuole, fondendola, ricavare un braccialetto a forma 
di anello circolare di lunghezza em 20. Quale sarà lo spessore del- 
Panello ? 


17. Si è scavato un serbatoio profondo m $ e avente il diametro 
interno di m 1,60. Quale è la superficie del muro di rivestimento 
(area di base e area della superficie laterale), se lo spessore di questo 
è di em 407 

18. Una galleria, di cui la sezione è un semicerchio di diametro 
m 40, è lunga km 1. Quanti m° di terra si sono dovuti asportare 
per la costruzione? 


19. Un pluviometro cilindrico ha un diametro di em 20. L’ac- 
qua che vi si è raccolta dopo un temporale viene immessa in un reci- 
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piente pure cilindrico la cui circonferenza di base è lunga em 60. 
Quale altezza avrebbe raggiunto l’acqua nel primo recipiente se 
nel secondo raggiunge il livello di mm 180? 


20. Due cilindri sono equivalenti ; l’altezza del primo è di cm 6. 
Sapendo che il raggio del primo è di em 4 e quello del secondo di cm 2, 
determinare : 

1) l'altezza del secondo ; 
2) il rapporto fra le due superficie totali. 


21. Due cilindri hanno uguale l’area della superficie totale. Il 
raggio del primo è di cm 6 e quello del secondo di em 3; l'altezza 
del primo è di em 8. Determinare : 

1) l'altezza del secondo ; 
2) il rapporto fra i volumi. 


22. Due cilindri hanno uguale l’area della superficie laterale e 
i raggi lunghi cm 9 e cm 12. Determinare il rapporto dei volumi 
e il rapporto delle superficie totali sapendo che l’altezza del primo 
è di em 10. 


23. Due cilindri sono equivalenti. L'altezza del primo è di em 6 
e quella del secondo di em 24 ; il raggio del primo è di cm 8. Deter- 
minare: 
1) il raggio del secondo ; 
2) il rapporto fra le superficie totali. 
Osservate che in questo caso i cilindri, oltre ad avere lo stesso 
volume, hanno anche la stessa superficie totale. 


24. Im un cilindro di volume 288x e di raggio 6 sono contenuti 
due cilindri aventi la stessa altezza del cilindro dato e per diametro 
il raggio del dato. Determinare: 

1) il rapporto fra le superficie laterali dei due cilindri e la 
superficie laterale del dato; 
2) l'analogo rapporto fra le superficie totali. 


25. Verificare che il volume di un cilindro di raggio r e al- 
tezza h, ottenuto dalla rotazione di un rettangolo di area A, sì ot- 
tiene moltiplicando l’area del rettangolo per la lunghezza della 
circonferenza descritta dal centro del rettangolo stesso (si osservi 


che tale circonferenza ha il raggio DI Sapreste dare una spiega- 


zione di questa regola? 

Si riesce a dimostrare che il volume di un qualunque solido di 
rotazione si ottiene moltiplicando l’area della figura piana che ruota 
per la lunghezza della circonferenza descritta dal centro della figura 
piana. Questa scoperfa, fatta dal matematico greco Pappa (300 d. C.), 
è stata poi precisata nel 1600 dal matematico svizzero Padre Guldino, 
e va nota appunto sotto il nome di Teorema di Guldino. 
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26. Provare che il volume di un cilindro è dato dal prodotto 
della sua superficie laterale per metà del raggio. 


21. Quale è il raggio di un cerchio la cui superficie è uguale alla 
superficie laterale di un cilindro equilatero (l'altezza è uguale al dia- 
metro) di raggio r? 


28. Quale è il raggio di un cerchio la cui superficie è uguale alla 
superficie totale di un cilindro equilatero di raggio r? 


29. Verificare che se l’altezza di un cilindro è uguale al raggio 
di base la superficie laterale è metà della totale. 


30. Verificare che se l'altezza di un cilindro è metà del raggio 
di base la superficie laterale è uguale all'area di una base, 


31. Verificare che in un cilindro la superficie laterale sta alia 
somma delle aree di base come l’altezza sta al raggio. 


32. Verificare che in un cilindro l’area della sezione fatta con um 
piano per l’asse sta all'area di base come l'altezza sta a } della 
circonferenza del cilindro. 


33. Verificare che se l’altezza di un cilindro è uguale al diame- 
1 


tro il volume si ottiene moltiplicando 5 


del raggio per la super- 
ficie totale. 


34. Volume delle botti, 

Molti sono i procedimenti per il calcolo del volume delle botti, 
Anche i più grandi scienziati si sono occupati di questo problema : 
racconta il celebre astronomo Giovanni Keplero (1571-1630) che, 
dovendo curare la provvista del vino in un anno di abbondante 
vendemmia, acquistò varie botti, ma, non persuaso 
del procedimento che i contadini usavano per il cal- 
colo della capacità di questo recipiente, si mise a 
studiare il problema del volume delle botti. Keplero 
scopri che i costruttori di botti, « ispirati da un buon 
genio che certamente era geometra » — come serive 
egli stesso —; avevano dato al recipiente, pur senza 
fare nessun calcolo, una forma che assicurava la 
massima capacità rispetto ad altri recipienti che si 
potevano costruire con le stesse assi di legno oppor- 
tunamente curvate. 

Molti sono i metodi approssimati per calcolare 
il volume delle botti. In alcuni paesi della Ciociaria 
(Lazio) sì procede cosi : si considera una botte (fig. 
483) di altezza 4, diametro maggiore 4 e diametro Fig. 483, 
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minore d, come un cilindro avente la stessa altezza della botte ed 
avente per diametro la semisomma dei diametri a e d delia botte. 
Che formola si ottiene per il volume della botte? 


35. Far vedere che il volume delle botti ottenuto col procedi- 
mento esposto nell’es. 34 è compreso fra il volume di un cilindro 
di raggio @ e quello di un cilindro di raggio d, aventi la siessa altezza 
della botte. 


36. Quale è la capacità di una botte di diametri lunghi cm 60 
e cm 40 e alta cm 90? 


37. Determinare la capacità di una botte in cni la circonferenza 
maggiore misura m 1,30, la minore cm 96 e l'altezza cm 80. 


Cono : es. 38-78. 


38. Facendo ruotare un triangolo rettangolo di cateti cm 6 
e cm 8 attorno a uno di questi si ottengono due coni. Determinare 
volume e area della superficie totale di ciascun cono. 


39. Risolvere il problema precedente supponendo a e b le lun- 
ghezze dei cateti del triangolo. Provare che i volumi generati dai 
due cilindri sono inversamente proporzionali alle rispettive altezze, 


40. Se sî fa ruotare il triangolo rettangolo dell’es. 34 attorno 
all’ipotenusa si ottiene un solido formato da due coni aventi la base 
comune. Determinare volume e superficie di questo solido dopo aver 
calcolato la lunghezza dell’ipotenusa e dell’altezza relativa. 


41. Determinare la superficie laterale di un cono che ha Pal. 
tezza uguale al diametro di base, sapendo che la circonferenza di 
base è lunga cm 9,42. 

42. Curvando una lamiera che ha la forma di settore circolare 
si ha un cono. Determinare il volume di questo sapendo che il raggio 
del settore è lungo em 5 e la lunghezza dell’arco è di cm 25,12. 


43. Lo stesso problema dell’es. precedente sapendo che il raggio 
del settore è di em 4 e l'angolo del settore è di 489, 


44. Determinare l'altezza di un cono di volume em? 24r e 
raggio di base lungo em 6. 


45. Determinare il raggio di base di un cono di volume cm* 167 
e altezza lunga cm 3. 


46. Determinare la superficie totale del cono dell’es. precedente. 
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.. 42- Determinare la superficie laterale di un cono di cuil'area 
di base è cm? 6,257 e l'altezza è di cm 4. 


48. Determinare l’altezza di un cono sapendo che l’area di base, 
è di em* 28,26 e che la superficie totale è di dm? 0,7536. 


49. Un corpo si compone di un cilindro e di due conì uguali 
aventi ciascuno la base comune con quelle del cilindro e costruiti 
esternamente al cilindro stesso. L’apotema di ciascun cono è uguale 
al diametro della base e l'altezza del cilindro è doppia del diametro. 

Determinare il raggio r del cilindro e il volume compiessivo del 
solido sapendo che la sua superficie è di m° 487. 


50. Determinare il raggio e l’altezza di un cono che ba Paltezza 
50240 


uguale al diametro e il cui volume è di cm° 
(Se indichiamo con r il raggio, l'altezza sarà 2r; la formula 


del volume sarà quindi: V= + mura im. 


51. Determinare il volume di un cono ta cui sezione per l’asse è 


un triangolo equilatero di area m° 9 3. 
(Si indichi con r il raggio ; l’apotema sarà 2r). 


52. Un cono e nn cilindro hanno la base comune e sono disposti da 
parti opposte rispetto a questa base. Sapendo che l'apotema e il raggio 
del cono sono rispettivamente i e z dell'altezza del cilindro e che la 
somma di queste tre lunghezze diminuita di cm 28 è aguale a cm 60, 
determinare: 

1) apotema 6 raggio del cono, e altezza del cilindro ; 
2) il volume complessivo di questo solido ; 
3) l’area della superficie totale. 


53. Un cono retto ha per base un cerchio circoscritto a un 


esagono regolare. L’apotema del cono è i + del lato dell’esagono 
regolare e la loro somma è m 16. È 


Determinare : 


1) l’apotema del cono e il lato dell’esagono ; 
2) il volume della piramide avente per base l’esagono regolare 
e per vertice il vertice del cono, 


54. Il volume di un cono retto è cm° 128x e il lato dell’esagono 
regolare inscritto nel cerchio base è di cm 8. Determinare : 


1) il rapporto fra l’area della superficie totale del cono e 
quella pure totale di un cilindro che ha lo stesso volume e la stessa 
base del cono; 
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20. — Castelnuovo, Geometria intuitiva. 


2) l'ampiezza dell’angolo del settore circolare ottenuto svi- 
luppando sul piano il cono. 


55. L’area della superficie totale di un cono retto è cm* 96r 
e il raggio di base è di cm 6. Determinare il volume del cono e il vo- 
lume della piramide a base quadrata inscritta nel cono. 


56. Un cilindro e un cono hanno la stessa superficie totale di 
em? 96r e lo stesso raggio di cm 6. 
Determinare il rapporto dei volumi. 


57. Un piano condotto per l’asse di un cono retto di raggio 
cm 5 lo sega secondo un triangolo di area em 60. Determinare l’area 
della superficie totale del cono. 

Calcolare poi il volume della piramide avente per base l’esagono 
regolare inscritto nella base del cono e lo stesso vertice del cono. 


58. Sulla base di un rettangolo è costruito, esternamente al 
rettangolo, un triangolo isoscele ; si ha cosî un pentagono. Si sa che 
la base del rettangolo è tripla dell’altezza del rettangolo stesso 


e che tale altezza è gli LA del lato del triangolo ; si sa inoltre che 


il perimetro del pentagono è di em 132. Determinare il rapporto 
fra il volume del cono e quello del cilindro ottenuti facendo ruotare 
il triangolo attorno all’altezza relativa alla base e il rettangolo at- 
torno alla congiungente i punti medi delle basi. s 


59. Un cubo è sormontato da un cono retto che ha per base 
il cerchio inscritto nel quadrato faccia del cubo. Si sa che l’apotema 


del cono è i + dello spigolo del cubo e che la somma delle loro 


lunghezze è m 22. Determinare : 


1) la lunghezza dell’apotema e dello spigolo ; 
2) l'altezza del cono; 
3) il volume complessivo del solido. 


60. In un trapezio rettangolo la base minore è lunga m 6, il 
lato obliquo è i 7 della base maggiore e la somma delle lunghezze 


delle due basi e del lato obliquo è m 28. Determinare: 
1) la lunghezza della base maggiore e del lato obliquo ; 
2) l’area del trapezio ; 
3) il volume del solido ottenuto facendo ruotare di un giro 
completo il trapezio attorno alla base maggiore. 


61. Determinare la superficie del solido ottenuto facendo ruo- 
tare un triangolo isoscele di un giro completo attorno alla parallela 
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alla base condotta per il vertice, sapendo che l’altezza è i i della 
base e che la loro somma è di em 20, 


62. Un trapezio isoscele ha lati obliqui e base minore lunghi 
m 10 ciascuno, e gli angoli alla base di 45°. Determinare : 
1) la lunghezza della base maggiore e dell’altezza ; 
2) il volume e la superficie del solido ottenuto facendo ruo- 
tare di 360° il trapezio attorno alla base maggiore. 


63. Lo stesso problema dell’es. precedente nel caso che gli an- 
goli alla base siano di 30°. 


64. Lo stesso problema dell’es. 62 nel caso che gli angoli siano 
di 600, 


65. Un trapezio isoscele è inscritto in un cerchio e le basi si 
trovano da parti opposte rispetto al centro. Sapendo che le basi 
sono lunghe em 12 e cm 16 e che il raggio del cerchio è di cm 10, 
determinare : 

1) Farea del trapezio; 

2) il rapporto fra il volume del solido ottenuto dalla rota- 
zione completa del trapezio attorno alla base maggiore e il volume 
del cilindro ottenuto facendo ruotare attorno a un lato un qua- 
drato che ha la stessa area del trapezio. 


66. Un cilindro e un cono hanno lo stesso volume V e lo stesso 
raggio r. Determinare il rapporto fra le superficie totali delle due 
figure nei seguenti casi : 

1) V=432n, e =12; 
2) V = 10007, r= 10; 
3) V= 8007, 7 = 10. 

Osservate che nell’ultimo caso i due solidi, oltre ad avere lo 
stesso volume, hanno anche uguale l’area della superficie totale. 

Verificate su altri casi che questa proprietà vale sempre se l’al- 


tezza del cilindro è i i del raggio. Confrontate questo problema 
con quello analogo nel piano {cap. III, es. 86). 

67. In un cono l’apotema supera l'altezza di cm 2 e la somma 
di i della prima e di 2a della seconda è di cm 4. Trovare il vo- 


Iume del cono eil rapporto fra l’area della superficie laterale e l’area 
di base. 


68. Un cilindro ha per base un cerchio circoscritto a un ret- 
tangolo. Una dimensione del rettangolo è i i dell’altra e l’altezza 
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del cilindro è i i della dimensione maggiore del rettangolo. La 


somma di queste tre lunghezze aumentata di em 6 è di em 34. De- 
terminare : 


1) il volume del cilindro ; 
2) area della superficie laterale di un cono retto avente 
lo stesso volume e la stessa altezza del cilindro. 


69. Il rapporto fra l’area della superficie laterale e quella di 
base di un cono è ni e l'altezza è di em 30. Determinare volume 


e area della superficie totale. 


70. Un trapezio isoscele ha il perimetro di em 58; la base 
11 
8 
della base minore. Determinare volume e area della superficie del so- 
lido ottenuto facendo ruotare di un giro completo il trapezio atto:no 
alla base minore. 


maggiore è della minore e i lati obliqui sono ciascuno i z 


71. In un triangolo rettangolo Pipotenusa è di cm 20 e un 
cateto è i i dell’altro. Determinare il volume del solido che si 


ottiene facendo ruotare di un giro completo il triangolo attorno al- 
l'ipotenusa. 


72. Un triangolo equilatero di lato 2a ruota di 360° attorno a 
un lato. Determinare volume e area della superficie del solido cosf 
ottenuto. 


73. Un triangolo equilatero di lato 24 ruota di 360° attorno alla 
parallela a un lato condotta per il vertice opposto. Determinare 
volume e area della superficie del solido cosi ottenuto. 


74. Un triangolo isoscele di base « e altezza 2a ruota di 3600 
attorno alla base. Determinare volume e area della superficie del 
solido cosf ottenuto. 


15. Determinare il volume di un cono equilatero (apotema uguale 
al diametro) di raggio r. 


26. Verificare che in un cono equilatero l'area della superficie 
Jaterale è doppia dell’area di base. 


TI. Verificare che la superficie laterale di un cono ha l’area 
uguale a quella di un cerchio il cui raggio è medio proporzionale 
fra l’apotema e il raggio della base di un cono. 
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78. Un cilindro di raggio r e altezza 4 è sormontato da un cono 
di altezza 2%. Trovare la formola del volume (Ha questa forma la 
famosa tomba di Tantalo in Frigia, nell'Asia Minore). 


Sfera: es. 79-128. 


79. Determinare il volume di una sfera di raggio cm 2. Aumen- 
tando di em 1 il raggio, di quanto aumenta il volume? 


80. Il raggio di una sfera è r ; se raddoppio il raggio, raddoppia 
anche il volume? e se triplico il raggio? 


81. Determinare il volume di una sfera circoscritta a un cubo 
di spigolo em 1. 


82. Calcolare il volume di un cubo inscritto in una sfera che ha 
il raggio em 8. 


83. Calcolare il volume di una sfera inscritta in un cubo di spi- 
golo cm 2. # 


84. Una sfera cava ha 1 dm di diametro esterno 61 cm di spesso- 
re. Calcolare il volume dello spessore. 


85. In una scatola cilindrica alta cm 20 sono contenute due 
sfere poste una sopra l'altra e tangenti sia alla superficie laterale 
del cilindro sia alla base. Determinare il volume della parte vuota. 


86. Quanto deve essere lungo il raggio di una sfera perché 
il volume risulti di dm* 113,04? 


87. Quanto deve essere lungo il raggio di una sfera perché il 
volume risulti uguale a 288x? 


88. L’interno di una fontana che ha la forma di parallelepipedo 
rettangolo a base quadrata è una semisfera ; il cerchio massimo è 
inscritto nel quadrato base superiore della fontana. Quanta acqua 
contiene la fontana se il lato del quadrato è di m 2? 


89. Analogo problema del precedente supponendo che la fon- 
tana abbia la forma di prisma esagonale regolare di lato di base 
m 1,50? 


90. Il cerchio massimo di una sfera ha l'area di em° 97; che 
volume ha la sfera? 


91. Una pallina d’oro di raggio r viene fusa e trasformata in 


un cilindro che ha pure il raggio r. Si determini l'altezza del cilindro. 
Si risolva prima il problema supponendo r = em 2. 
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92. Una pallina d’oro di raggio r viene fusa e trasformata in 
un cono che ha pure il raggio r. Si determini l'altezza del cono. 
Si risolva prima il problema supponendo r = cm 3. 


93. Analogo problema di quello dell’es. precedente trasformando 
la sfera in un cono di raggio 2r. 


94. Un cilindro equilatero (il diametro di base è uguale all’al- 
tezza) è circoscritto a una sfera. Sapendo che il raggio del eilindro 
è di dm 4, determinare il rapporto fra il volume della sfera e quello 
del cilindro. 


95. Quale è il rapporto fra il volume della sfera di raggio r 
e quello del cilindro equilatero circoscritto ? 


96. Un cono equilatero (il diametro di base è uguale all’apote- 
ma) è circoscritto a una sfera. Sapendo che il raggio del cono è di 
dm 6, si determini il rapporto fra il volume della sfera e quello del 
cono. 


97. Riferendosi all’es. precedente e indicato con r il raggio del 
cono, si verifichi che il rapporto fra i volumi della sfera e del cono 


4 
equilatero ad essa circoscritto è sempre uguale a 7: 


98. Quale è il rapporto fra il volume della sfera di raggio r e 
quello del cono equilatero che ha uguale raggio di base? 


99. Verificare che una sfera è equivalente al doppio di un cono 


avente come raggio di base il raggio della sfera e come altezza il dia- 
metro di questa. 


100. Verificare che il volume di una sfera è uguale a 7 del 
cubo del diametro moltiplicato per x. 


101. Determinare la superficie di una sfera di raggio dm 5. 
Aumentando di dm 1 il raggio, di quanto aumenta la superficie? 


102. Lo stesso problema dell’es. precedente supponendo il rag- 
gio lungo r. (Ricordare lo sviluppo del quadrato del binomio). 


103. Quanto deve essere lungo il raggio di una sfera perché 
ia superficie risulti di cm? 36rx? 


104. Calcolare il volume di una sfera la cui superficie è di 
dm? 200,96. 
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105. La cupola di una chiesa è una semisfera che insiste su un 
quadrato di lato m 12 (cioò il cerchio base della semisfera è inscritto 
in questo quadrato). Determinare l’area della superficie della cupola. 


106. Lo stesso problema dell’es. precedente supponendo che la 
cupola insista su un esagono regolare di lato m 10. 


107. Lo stesso problema dell’es. 105 supponendo che la cupola 
insista su un ottagono regolare di lato m 8. 


108. Un cubo e una sfera di raggio r hanno uguale l’area della 
superficie. Quale dei due solidi ha volume maggiore? 


109. Quale è il rapporto fra l’area della superficie della sfera 
di raggio r e l’area delia superficie laterale del cilindro equilatero 
ad essa circoscritto? Si supponga prima r = dm 8. 


110. Quale è il rapporto fra Parea della superficie della sfera di 
raggio r e l’area della superficie laterale del cono equilatero ad essa 
circoscritto? Si supponga prima r = dm 10. 


111. L'area della superficie totale di un cilindro è uguale a 
quella di una sfera, Il raggio della sfera è di cm 4 e quello del cilindro 
di em 2. Determinare l'altezza del cilindro e calcolare il rapporto 
fra i volumi dei due solidi. 


112. Segando una sfera di raggio em 20 con un piano che dista 
dal centro di cm 16 si ottiene un cerchio. Quale è Parea del cerchio 
sezione? Quale è il volume dei due coni che hanno per base questo 
cerchio e per vertici gli estremi del diametro della sfera perpendicolare 
al piano secante? Varia la somma dei volumi dei due coni al variare 
della distanza dal centro del piano secante? 


113. L'area della superficie totale di un cono retto è 907 eil 
raggio è 5. Determinare Il rapporto fra il volume del cono e il vo- 
lume della sfera che ha lo stesso raggio. 


114. Determinare il volume della sfera inscritta in un cono di 
apotema cm 15 e diametro di base cm 18. 


115. Un cilindro avente l’area della superficie laterale 487 è 
l’altezza 8 è inscritto in una sfera. Determinare il raggio della sfera 
e il rapporto fra il volume del cilindro e quello della sfera. 

Calcolare poi il rapporto fra il volume del cilindro equilatero 
inscritto nella sfera e il volume del cilindro prima considerato. 


116. Il raggio di un cono è uguale a quello di una sfera avente 


5 
l’area della superficie uguale a 144 x; l’apotema è i T del raggio. 
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Determinare : 


1) l’area della superficie totale del cuno ; 
2) il rapporto fra i volumi dei due solidi. 


117. Un triangolo rettangolo la cui ipotenusa è di em 10 è 
la metà di un triangolo equilatero. Determinare il rapporto fra il 
volume del cono ottennto facendo ruotare il triangolo rettangolo 
attorno al cateto maggiore e il volume della siera che ha lo stesso 
raggio del cono. 

Determinare poi il rapporto fra l’area delia superficie totale del 
cono e quella della sfera. 


118. In un cerchio di raggio em 10 è inscritto un rettangolo 
di cui un lato è gli 7 del raggio. Facendo ruotare la figura at- 


torno al diametro perpendicolare a quel lato si generano un cilindro 
e una sfera. Determinare il rapporto fra i volumi di queste figure. 

Varia il volume del cilindro se il rettangolo è sempre inscritto 
nello stesso cerchio ma ha dimensioni diverse? 


119. L’area della superficie totale di un cono retto è uguale 
a quella di una sfera che ha lo stesso raggio ed è di cm° 144r, Deter- 
minare : 


1) il rapporto fra i volumi dei due solidi ; 
2) l'ampiezza dell’angolo del settore circolare ottenuto svi- 
luppando sul piano il cono. 


120. Determinare il volume di una piramide retta di vertice 7 
avente per base il quadrato AB0D, sapendo che il triangolo VAC 
(dove 40 è la diagonale di base) è equilatero e che lo spigolo della 
piramide è di em 10. 

Calcolare poi il rapporto fra l’area della superficie totale del 
cono circoscritto alla piramide e l’area della superficie della sfera 
di raggio uguale al lato del quadrato. 


121. L'area della superficie sferica è 1447 ed è uguale all’area 
della superficie totale di un cilindro che ha lo stesso raggio. Deter- 
minare il rapporto fra i volumi dei due solidi. 


122. Ur solido è formato da un cono retto e da una semisfera 
avente per cerchio massimo la base del cono ed esterna al cono stesso. 
L’area della superficie di questo solido è em? 115x e il raggio è di 
cm 5. Determinare il rapporto fra il volume del cono e quello della 
semisfera, 


123. Un solido è formato da un cono retto di raggio cm 15 e 
da una semisfera avente come cerchio massimo la base del cono e 
costruita esternamente al cono stesso. 

Il volume complessivo del solido è di cm? 3750. 
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Determinare il rapporto fra l’area della superficie di questo so- 
lido e l’area della superficie totale di un cilindro avente lo stesso 
raggio del cono e la stessa altezza del solido. 


124. Su ciascuna delle basi di un cilindro, esternamente al ci- 
lindro stesso, è costruita vna semisfera avente per raggio quello del 


cilindro. Il raggio è i 7 dell’altezza del cilindro e la somma di 


queste lunghezze diminuita di cm 3 è uguale a em 18, Determinare 
il rapporto fra l’area deila superficie di questo solido e l’area della 
superficie totale di un cono retto avente la stessa base del cilindro e 
il volume di em* 30r. 


125, Su ciascuna delle basi di un cilindro, internamente ad esso, 
è costruito un cono retto avente per altezza la metà dell’altezza 


del cilindro. L'altezza del cilindro è gli i dell’apotema del cono 
e la somma di queste lunghezze diminuita di cm 10 è uguale a em 16. 


Determinare : 
1) il rapporto fra il volume di uno dei due coni e quello del 
cilindro ; 
2) il raggio di una sfera che ha la superficie della stessa area 
di quella laterale del cilindro. 


1 
126, L’apotema di un cono è i T del raggio e la somma di 
queste Innghezze diminuita di em 2 è uguale a em 48. 
Una sfera ha il volume uguale ai È del volume del cono. 


Determinare il rapporto fra l’area della superficie totale del cono 
e l’area della superficie della sfera. 


127. Un solido è formato da due coni uguali, entrambi retti, 
aventi come base comune un cerchio di raggio em 6. L'area della 
superficie di questo solido è uguale a quella di una sfera che ha pure 
il raggio di cm 6. Determinare il rapporto fra il volume del solido e 
quello della sfera. 


128, Una sfera è equivalente a un cilindro retto avente l’area 
della superficie totale di em? 427 e il raggio di cm 3. 
Determinare : 
1) il raggio della sfera; 
2) il rapporto fra l’area della superficie della sfera e Parea 


della superficie totale di un cono retto avente la stessa base e la stessa 
altezza del cilindro. 
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COMPLEMENTI 


A) Tronco di cono: es. 129-140. 


Segando un cono con un piano parallelo alla base otteniamo un 

altro cono e un dronco di cono (fig. 484). 
Se si taglia la superficie di nn tronco di cono lungo una gene 
ratrice (apotema) e si sviluppa sul piano 


v si ottiene una parte di corona circolare 
(fig. 485). 
v 
e D 
A 8 
Fig. 484. Fig. 485. 


Risulta chiaro dal disegno che l’area di questa superficie 
sarà data dalla differenza fra l’area dei settori circolari VAB 6 
YoD. 

Per il calcolo dell’area A della superficie del tronco conviene no- 
tare che ABDO è un trapezio isoscele mistilineo e che è equivalente 
a un trapezio avente per basi le lunghezze delle circonferenze e per 
altezza l’apotema 4 del tronco. Avremo perciò : 

2rr + 2xr' 


A= 5 — + @= (pr + nr')a. 


La superficie totale del tronco si otterrà aggiungendo alla laterale 
l'area dei due cerchi base. 

Per il calcolo del volume di un tronco di cono si vagiona così: 
un tronco di cono sì può considerare come caso limite di un tronco 
di piramide avente la stessa altezza e per basi dei poligoni inseritti 
nei cerchi base del tronco. La regola che dà il volume del tronco di 
cono è perciò analoga a quella relativa al tronco di piramide. 
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Dette B, B‘, 4 rispettivamente le aree delle basi e la lunghezza 
dell'altezza del tronco, avremo : 


v=-giB+8+vER)= 


har + 84 Varo) = 


Il 


hr + rr +) = 


fr coli colte 


i] 


3 th (3 + 9% +or). 

129. Un cono retto ha il raggio di cm 8 e Paltezza di cm 6. 
Conducendo un piano parallelo alla base per il punto medio dell'al- 
tezza si ottiene un piccolo cono e un tronco di cono. Come è il volume 
del piccolo cono rispetto al volume del dato? 


Se il piano secante viene condotto a } dell’altezza a partire 


dal vertice, come risulta il volume del cono piccolo? 
Come sono le aree delle superficie laterali dei conì piccoli ri- 
spetto all’area della superficie totale del grande? 


130, Determinare la superficie laterale di un tronco di cono 
sapendo che i raggi delle basi sono lunghi cm 15 e cm 9 e che l’al- 
tezza è di em 8. 


131. Determinare il volume di nn tronco di cono i cui raggi 
sono lunghi cm 6 e em 3 e l’apotema è di cm 5. 


132. Determinare i raggi, l'altezza, l’apotema di un tronco di 
cono avente il raggio maggiore doppio del minore, l’altezza doppia 


del raggio maggiore e il cui volume è dm* Pia 


(Si indichi con + il raggio minore ; il maggiore sarà 2r e l'altezza 
4r). 


133. Un secchio ha la forma di tronco di cono e le sue circonfe- 
renze di base sono lunghe cm 90 e em 74. La profondità del secchio 
è di cm 42. Quanti litri d’acqua contiene? 


134, Quanti litri conterrà una damigiana la cui circonferenza 
inferiore è lunga em 79, la superiore cr 108, l’apotema del tronco 
di cono cm 20 e quella del cono cm 21? 

(La damigiana può considerarsi come formata da un tronco di 
cono sulla cui base superiore, che ha raggio maggiore, poggia un cono). 


135. Un paralume di carta pergamena ha la forma di tronco 


di cono ; i diametri delle basi sono rispettivamente di em 12 e em 20, 
e l’apotema di cm 18. 
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Si vuole ritagliare su della carta un paralume uguale. Sî do- 
manda ; 
1) le lunghezze dei raggi degli archi che si devono disegnare ; 
2) l'ampiezza dell'angolo del settore. 
(Riferirsi alla fig. 485). 


136. Osservate la riproduzione della Chiesa di S. Stefano Ro- 
tondo a Roma (tav. XVII); S. Stefano è la più grande chiesa circo- 
lare che esista ed è una delle più antiche in Italia. È formata da 
un cilindro, un tronco di cono, un altro cilindro e un cono. 

Sapendo che il raggio dei cilindro maggiore è di m 32 e quello 
del minore di m 12, che l’altezza totale è di m 20,9 e che le altezze 
dei solidi che formano l’edificio stanno fra loro, a partire dal vertice 
del cono, come 14: 16: 11 : 21, determinare la superficie della chiesa. 


Vari tipi di capanne. 


Le popolazioni primitive costruirono vari tipi di capanne per 
abitazione ; queste capanne sono ancora usate come fienili 0 anche, 
ìn alcune stagioni, come ricoveri di pastori. 

Il più semplice tipo è quello della capanna svedese a forma 
conica (fig. 486). 

Vi è poi la capanna cilindrico-conica (fig. 487) 
in uso anticamente pres- 
so le trib mongole; 
essa viene usata ancora 
come capanna dai pa- 
stori dell'Agro Romano. 


Pig. 486. Fig. 487. Fig. 488. 

Le tribé turche avevano invece la capanna di forma cilindrico- 
sferica (fig. 488). 

Nel Sudan Africano vi sono tuttora resti di capanne-fortini 
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È 
| 
i 


aventi la forma di un fronco di cono sormontato da un cono le cui ge- 
neratrici non sono il prolungamento delle generatrici del tronco 
(fig. 489). 
Si domanda: 
volendo che il volume racchiuso da 
una capanna risulti sempre di mî 2r = 
=m? 37,68, e che il raggio di base sia dim 2, 
quale modello di capanna conviene costruire 
perché la superficie risulti minima? 
Potrete rispondere a questa domanda 
risolvendo i 4 esercizi seguenti : 


137. Capanna svedese (fig. 486). Dati: 
V=m' 12, pe=m2, 
determinare la superficie della capanna. 


138. Capanna dell'Agro Romano (fig. 
487). Dati: 


V=m? 12, r= m2, 


Fig. 489. 


e sapendo che l’altezza del cono è i + del raggio di base; deter- 
minare la superficie della capanna. 
139. Capanna delle tribi turche (fig. 488). Dati: 
Va=m rn r= m2, 
determinare la superficie della capanna. 
140. Capanna del Sudan Africano (fig. 489). Dati: 
Va=m' 12, r=m2, 
e sapendo che il raggio del cono è la metà del raggio di base della 
capanna, e che l’altezza del cono è i LA del suo raggio, determi- 


4 
nare la superficie della capanna. 


B) Sul peso specifico: es. 141-151. 


Che cosa è il peso specifico di un corpo? 

Prendiamo tanti corpi di diverse sostanze ma che abbiano 
tutti lo stesso volume ; per esempio tanti cubetti di lato 1 dm: uno 
di legno di noce, uno di ferro, uno di marmo, ecc... Tutti questi cubi 
hanno lo stesso volume (1 dm°), ma non hanno 10 stesso peso. 
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Con la bilancia osserveremo che: 


1 dm? di legno di noce pesa kg 0,75 
1 dm? di ferro » » 7,8 
1 dm? di marmo » » 2,8. 


Se poi si pesasse 1 dm° di acqua distillata a 4° centigradi (la 
esperienza si può fare pesando 1 dm?, cioè 1 litro d’acqua col reci- 
piente, è poi togliendo il peso del recipiente), si troverebbe che: 
un dm di acqua distillata a 4° centigradi pesa esattamente kg 1. 

Vi sono dunque delle sostanze pifi pesanti dell’acqua e altre più 
leggere. Iì peso dell’unità di volume di una sostanza si chiama 
peso specifico. 


Così: 
il peso specifico dell’acqua è uguale a 1, 
» » » del ferro è» » » 7,8, 
» » del marmo» » » 2,8 ecc. 


Osserviamo che: 


se 1 dm? di marmo pesa kg 2,8, un volume di 5,3 dm? di mar- 
mo peserà kg 5,3 - 2,8 = kg 14,84. 


Quindi : 
Peso di un corpo = volume - peso specifico, 
e in formola: 
(1) PaeV.p. 
dove il P è il peso del corpo, V il volume e p il peso specifico. 
Dalla (1) ricaviamo : 


P 
(2) P=7 


Dunque, per avere il peso specifico di un corpo non occorre pren- 
derne un volume unitario e poi pesarlo : basta dividere il peso P 
del corpo per il suo volume V. 

Esempi : 


I) Voglio determinare il peso specifico del piombo, avendo 
a disposizione una pallina di piombo di raggio em 3. 
Con una bilancia trovo che ii peso della sferetta è di kg 1,283. 
Il suo volume Y sarà dato da: 


4 
V= em 3 27 = cm? 113,04, 
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Il peso specifico del piombo sarà: 


TI) Voglio determinare il peso specifico del sughero, avendo 
a disposizione un tappo di sughero (di forma cilindrica) alto cm 6 
e di diametro em 4. 
Il suo peso è gr 18,09. 
Il suo volume è: 


V= em (x-4-6) = cm° 75,36. 


Il peso specifico del sughero sarà: 
_P_ 18,09 
P=v" 7356 


Negli esempi precedenti è stato semplice il calcolo del peso spe- 
cifico, dato che si trattava di solidi aventi forme geometriche di 
cui sappiamo determinare il volume, 

In generale però la sostanza di cui vogliamo il peso specifico 
non si presenta sotto forme geometriche ben definite: 

un sasso, un braccialetto d’argento, un piatto di rame, ecco 
degli oggetti che si possono facilmente pesare, ma di cui non sappiamo 
calcolare il volume. 

Si ricorre allora alla seguente osservazione : 

Prendiamo un recipiente di vetro contenente acqua fino a 
una certa altezza che segnamo nella parte esterna: gettiamoci 
dentro il corpo in esame. Osserveremo che il livello d'acqua s'innalza ; 
la differenza fra il volume che l’acqua occupa ora e quello che occu- 
pava prima che ci mettessi il corpo, cioè îl volume di acqua spostata, 
rappresenta evidentemente il volume del sasso. 

L'esperienza si fa in generale usando una bilancia 2 piatti; 
sotto uno di questi piatti vi è un gancio a cui si attacca con un filo 
il corpo in esame. Sull’altro piatto sì mettono dei pesi Pin maniera da 
stabilire l'equilibrio. 

Se facciamo in modo che il corpo in esame venga immerso in 
un recipiente contenente acqua, osserveremo che la bilancia trabocca 
dalla parte dei pesi : il corpo immerso riceve una spinta verso l’alto ; 
è come se esso perdesse una parte del suo peso. 

Per ristabilire l'equilibrio occorre mettere sul piatto a cui è 
attaccato il corpo un certo peso, precisamente un peso uguale al 
peso dell’acqua spostata. 

Questa osservazione cosî semplice e insieme cosi geniale è do- 
vuta ad Archimede, ed è appunto nota sotto il nome di Principio di 
Archimede: Un corpo immerso în un liquido perde una parte del 
suo peso, che è uguale a quello dell’acqua spostata. 

Si racconta che Archimede fu portato a questa esperienza 
mentre cercava di scoprire se uma corona del re Gerone fosse effetti. 
vamente tutta d’oro 0 di una lega di due metalli, come il re sospet- 
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tava. Egli verificò che la corona immersa nell’acqua spostava un 
volume di liquido maggiore di quello che avrebbe dovuto spostare 
una corona dello stesso peso ma tutta d'oro. Fu così portato a 
concludere che una parte dell'oro era stata sostituita dall’orefico 
con un metallo di peso specifico minore. 

Se il corpo è più leggero dell’acqua, come per es. aecade per un 
pezzetto di sughero, si pone il corpo sotto a una reticella metallicia 
a forma dì semisfera con la concavità rivolta verso il basso ; la ret- 
cella impedisce al sughero di venire a galla. D'altra parte si nota 
che la rete sposta una quantità d’acqua maggiore di quella che spo- 
sterebbe se al disotto di essa non vi fosse il sughero. 

È allora facile procedere alla determinazione del peso specifico 
del sughero. 


141. Hl peso di un piombino è di g 2. Posto in un cilindro 
contenente acqua s avente per raggio di base em 10, il livello del 
l’acqua s'innalza di mm 0,005. 

Trovare il peso specifico del piombino, 


142. Gettando una sfera di ferro in un recipiente cilindrico 
contenente acqua si osserva che il livello dell’acqua s’innalza 
di om 1. 

Sapendo che il raggio del cilindro è di cm 6 e che il peso 
specifico del ferro è 7,8, determinare il volume della sfera, il suo 
raggio e il suo poso. 


143. Quale deve essere la lunghezza dello spigolo di un cubo 
di piombo perchè esso pesi kg 1? 


144. Quanto pesa una lastra di vetro di dimensioni em 40 e 
cm 60 e dello spessore di mm 61 
(11 peso specifico del vetro è 2,5). 


145. Quanto pesa un filo di rame Inngo m 30 e avente il dia- 
metro di mm 1,4? 
(Il peso specifico del rame è 8,9). 


1468. Determinare il peso complessivo di una matassa formata da 
quattro spire ii filo di rame, avente il diametro della sezione di mm 1, 
sapendo che il diametro della matassa è di em 20, 

{Il peso specifico del rame è 8,9). 


147. Determinare la quantità di acqua che può contenere un 
tubo di acciaio lungo m 3, sapendo che il diametro esterno è di cm 10 
e Vinterno di cm 6. Determinare poi il peso del tubo pieno d’acqua. 
(11 peso specifico dell'acciaio è 7,8). 
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148, Quale sarà il peso di un tronco di albero di quereia alto 
m 3 e le cui circonferenze estreme sono lunghe m 6,28 e m 4,71? 

(Si tratta di un tronco di cono; ìl peso specifico del legno di 
quercia è 0,95). 


149. Lo stesso problema per un tronco di albero d’abete. 
(11 peso specifico del legno di abete è 0,48). 


150. Quanti pezzi di legno pesanti in media + kg ciascuno 
si potranno avere da un tronco di albero di noce alto m 6ele cui 
circonferenze estreme sono lunghe m 3,14 e m 2,512? 

(11 peso specifico del legno di noce è 0,68). 


151. In un recipiente di forma conica di diametro cm 8 e altezza 
em 10 viene versato del mereurio fino a metà altezza e poi dell'acqua 
fino al bordo, Il mercurio e l’acqua non sono miscibili. 

Calcolare il peso complessivo del recipiente sapendo che il peso 
specifico del mereurio è 13,5 e quello dell’acqua è uguale a 1. 

{Si osservi che il mercurio riempie un cono di altezza uguale a 
metà della totale e diametro di base metà del diametro dato). 


C) Sezioni piane del cilindro e del cono. 
CrrinpRO 


Chissà quante volte avrete osservato che inelinando un bicchiere 
d’acqua non completamente pieno, la superficie libera dell’acqua, 
che aveva prima la forma di un cerchio (fig. 490 a) assume la forma 
di un'ovale, di un'elisse 
(ig. 490 Db). 

L’esperienza riesce 
anche molto bene se i 
recipiente cilindrico con. 
tiene della sabbia. 

Immaginate poi che 
il cilindro sia chiuso da- 


Fig. 490. 


le due parti e disponetelo orizzontalmente ; vedrete che la super 
ficie libera ha ora la forma di un rettangolo (fig. 490 c). 
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21. — Castelnuovo, Geometria intuitiva 


La sezione piana di un cilindro può avere dunque varie forme : 
può essere un cerchio o un’ellisse o un rettangolo. 

Per studiare meglio le sezioni piane del cilin- 
dro facciamo l’esperienza delle sezioni luminose 
che, nel caso del cubo (cap. VII, Esercizi, Com- 
plementi, B), ci ha condotto a tante scoperte. 

Costruiamo un cilindro in questo modo : su 
due dischi uguali realizzati in materiale rigido 
operiamo dei piccoli fori lungo il bordo; attraver- 
s0 questi fori, nell’uno e nell'altro cerchio, pas- 
siamo un filo elastico e facciamo in modo, va- 
lendoci di un resistente bastoncino di ferro di. 
sposto come asse della figura, che i fili, tutti 
paralleli fra loro, rimangano ben tesi. Si ottiene 
un cilindro (fig. 491), le cui generatrici sono ap- 
punto realizzate dai fili elastici, 

Disponiamo ora questo cilindro in modo da 
essere tagliato dal piano di luce uscente da un 
proiettore ; osservereme che saranno illuminati 
ì punti delle generatrici che sono colpiti dalla 
luce mentre tutta la rimanente figura rimarrà in ombra. 

Se, per esempio, il piano di luce è perpendicolare all’asse, si 
vedrà sul cilindro un cerchio luminoso (fig. 492 a). Ruotando il piano 
di luce, sì può vedere un'ellisse (fig. 492 b); so poiil piano è parallelo 


Fig, 492.0 


all’asse si vedranno illuminate due rette parallele, due generatrici 
del cilindro (fig. 492 c). 

Dunque, le sezioni piane di un cilindro sono : un cerchio 0 un'el- 
lisse se il piano secante non è parallelo all'asse del cilindro, due rette 
parallele se èl piano secante è parallelo all'asse. 

È estremamente suggestivo osservare come, per continuità, si 
passa da una figura all'altra, sieché il cerchio si può considerare come 
una particolare ellisse (vedi anche cap. I, es. 88). 
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Cono. 


Io credo che abbiate sentito parlare di un antico strumento 
per misurare il fempo : la clessidra. Questo strumento, d’uso comune 


presso i Greci fin dai tempi più remoti (pare che ne 
avessero appreso l’esistenza dagli antichi Egizi, e 
che questi già l’usassero fin dal 1400 a. C.), consi- 
steva in un doppio cono (fig. 493) contenente una 
certa quantità di acqua o di sabbia che passava 
da un cono all’altro attraverso un piccolo foro, 
La parola clessidra proviene appunto dai vocaboli 
greci «xérto » e «5800 ) che significano «rubo » 
e cacquar: un cono ruba l’acqua all’altro. 

Noi vogliamo ora considerare la clessidra non 
come uno strumento per misurare il tempo ma da 
un punto di vista geometrico. 

Osservando la forma 
che assume la superficie 
libera della sabbia nei due 
coni, possiamo dire che 
la sezione di un cono ret- 
to con un piano parallelo 
alla base è un cerchio. Se 


Fig. 494. 


inclinate la clessidra, vedrete che la superfi- 
cie libera della sabbia cambia forma (fig. 494); 
questa semplice osservazione ci dice che le sezioni 
piane di un cono! — si chiamano coniche — pos- 
sono avere varie forme. 

Per studiarle meglio facciamo anche per il cono 
l'esperienza delle sezioni luminose. 

Riprendiamo il cilindro costruito nel n. pre 
cedente e, tenuta fissa una base, ruotiamo l’altra 
sul suo stesso piano (fig. 495). Osserveremo che 
le generatrici, che erano prima parallele, mutano la 
loro posizione reciproca e diventano sghembe a 
due a due. Si ottiene una figura nota col nome di 


Pig. 493. 


Fig. 495 


i Nelle considerazioni che seguono intenderemo per cono il doppio 


cono, cioè un cono e il suo opposto al vertice, 


31* — Castelnuovo, Geometria intuitiva. 
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iperboloide rigato ; la potete forse immaginare pensando alla forma 
di certi cestini di paglia. 

Ma, continuiamo a ruotare una base rispetto all’altra; a un 
certo momento le generatrici da sghembe diventano incidenti 
{fig. 496); s'incontrano tutte in un punto ugualmente distante 
dalle basi e formano due coni uguali e opposti 
al vertice, cioè, per quanto abbiamo detto nella 
nota a p. 323, formano un cono. 

Possiamo legare con un filo il gruppo delle 
generatrici nei loro punto d'incontro in modo 
che la figura cono resti ben fissata. Disponia- 
mo ora questo cono in znaniera che venga segato 
da un piano di luce uscente da un proiettore ; 
ruotando il piano di luce potremo mettere in 
evidenza le varie forme delle sezioni piane. 

Osserveremo che le sezioni piane di un cono 
possono essere 
1) un cerchio o, in generale, un’ellisse se 
il piano secante non è parallelo ad alcuna ge- 
neratrice, e quindi sega tutte le generatrici da 
una stessa parte rispetto al vertice (fig. 497 a); 

Fig. 496. 2) una parabola se il piano secante è pa- 
rallelo a una generatrice cosicché incontri tutte 
le altre dalla stessa parte rispetto al vertice (fig. 497 Db); 

3) un’ipertole se il piano secante è parallelo a due genera- 
trici. I punti d’incontro del pia- 
no col cono si trovano allora 
dall’una e dall’altra parte ri- 
spetto al vertice, cioè la curva 
sezione, l’îiperbole, ha due rami 
(fig. 497 c). 

Come caso particolare si 
possono ottenere due rette : ciò 
accade quando il piano secante 
passa per il vertice e contiene 
appunto due generatrici. 

Ellisse (e quindi cerchio), 
parabola, iperbole! costituisco- 
no un’unica famiglia : la fami- 
glia delle coniche. 

interessante osservare 
come delle curve di forma cosi diversa appartengano alla stessa fa- 
miglia, si possano perciò considerare, da un punto di vista superiore, 
come aventi qualcosa di uguale ; ed è bello vedere, attraverso la 
semplice esperienza delle sezioni Iuminose, come, per continuità, 
si passi da una all’altra curva. 


1 Di queste curve si è già avuto occasione di parlare nel cap. I, es. 88 
e 89 © nel cap. III, es. 76. 
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FINITO Di STAMPARE 
IN FIRENZE 
CON I TIPI DELLA 
TIPOGRAFIA GIUNTINA 
GIUGNO 
1964 


OSTRUIA 
a 


Spett. Casa editrice 
LA NUOVA ITALIA 
FIRENZE 


righe 


MITTENTE 


Vi prego di volermi inviare, contrassegno di L. 2500, un 
esemplare della scatola COSTRUIAMO LA GEOMETRIA, 


A tutti gli studenti 

che usano in classe 

il libro GEOMETRIA INTUITIVA 
di Emma Castelnuovo 

sarà utilissimo la scatola 
COSTRUIAMO LA GEOMETRIA 
che comprende strisce e settori 
di plastica 

per la costruzione 

di figure articolabili. 


Si tratta di un giuoco 

tipo MECCANO 

con incastri assaî semplici, 
di un sussidio 

originale e gradevole. 
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Spett. Casa Editrice 
LA NUOVA ITALIA 
Piazza Indipendenza 29 


FIRENZE 


Importante: tagliare lungo le righe tratteggiate 


Altrancare 


con L. 25 


